Vzorova tesent Naboj 2008
Uloha 1. Kolik riiznych trojihelnikt s celoéiselnymi délkami stran mé obvod 7? Které to jsou?
Vysledek. 2. Jsou to (1,3,3) a (2,2,3).

Ndvod. Nejdelsi strana musi byt mensi nez 4 (aby strany spliiovaly trojihelnikovou nerovnost) a vétsi nez
2 (protoze trojuhelnik (2,2,2) ma obvod jen 6). Odtud dostaneme jediné dvé moznosti (1, 3,3) a (2,2, 3).

Uloha 2. V riizovém kréalovstvi se plati mincemi v hodnoté 3 a 7. Urcete nejvétsi ¢astku, ktera se neda
pomoci téchto minci pfesné zaplatit.

Vysledek. 11.

Ndvod. Do hodnoty 7 umime zaplatit jen ¢isla délitelna tfemi. Od sedmicky nahoru zaplatime cisla
déavajici po déleni tfemi zbytek 0 nebo 1. Od ¢trnactky uz zaplatime vSechny sumy. 12 a 13 davaji zbytek
0 a 1, proto je nejvétsim nezaplatitelnym ¢islem ¢islo 11.

Uloha 3. V cukrarné prodavaji kremrole, vénecky a trubicky. Kolika zptisoby si miizeme koupit pravé 6
sladkosti, jestlize chceme od kazdého druhu alespon jednu, ale nejvys dva vénecky?

Vysledek. 7.

Ndvod. Koupime si nejprve ,povinné“ tii sladkosti (od kazdého druhu jednu) a dame si je bokem. Pokud
si nekoupime dalsi vénecek, mame ¢ty¥i moznosti, jak si koupit zbylé cukrovi: (0 kremroli, 3 trubicky),
(1,2), (2,1), (3,0). Pokud si druhy vénecek koupime, mame uz jen t¥i moznosti, jak doplnit zbylé dva
kousky cukrovi: (0,2), (1,1), (2,0). Sedtenim po¢tu moznosti dostaneme vysledek 7.

Uloha 4. Mame pét ¢ervenych karet s ¢isly 1,2,3,4,5 a Gtyfi modré s &isly 3,4,5,6. Jak je potieba
v8echny karty usporadat do fady, aby se stfidaly barvy a kazdé ¢islo na modré karté bylo délitelné ¢isly
na sousednich kartach?

Vysledek. 5, 5, 1, 3, 3, 6, 2, 4, 4 nebo obracené.

Ndvod. Rada musi za¢inat a konéit ¢ervenou kartou, protoze je ¢ervenych o jedna vic a maji se stiidat.
Rada musi za¢inat a kon¢it &isly 5 a 4, protoZe tato ¢isla maji mezi modrymi &isly 3,4, 5,6 vzdy jen jeden
nésobek a nemizou sousedit s vice (dvéma) modrymi kartami. Postavime si ,,5“ na zac¢atek, ,4“ na konec,
a doplnujeme postupné cisla. Ze zbyvajicich ¢isel muzeme doplnit vzdy jen jediné.

Uloha 5. Ctverci o obsahu S; je vepsana kruznice k a té je vepsan rovnostranny trojithelnik o obsahu
Ss. Urcete pomér obsahi g—;

Vijsledek. 3t = 1642,

Ndvod. Oznaéme stranu ¢tverce a. Pak S; = a? a

6 _3 (a/2)* sin120°\  3-v/3-a?

<. :. S _ 16 _ 16V3
PomerJesz—g\/g— CRRE

Uloha 6. Najdéte vsechna realné éisla x, ktera pro libovolné realné y spliiuji
8ry — 12y +2x -3 =0.

Vysledek. x = %

Ndvod. Rovnici si rozepiSeme jako (4y + 1)(22 — 3) = 0. Aby pro vSechna y rovnice pofad platila, musi
byt 2z — 3 = 0. Odtud = = 2.
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Uloha 7. Na strany ¢tverce ABCD se stranou délky 1 umistime zvenku rovnostranné trojuhelniky ABK,
BCL, CDM a DAN. Spoctéte obsah ¢tyifuhelnika K LM N.

Vy’sledek SkLMN =2+ \/g
Ndvod. Ctytfahelnik KLMN je &tverec, protoZe se otodenim o 90° kolem stiedu ¢tverce ABC D nezméni.

Délka u thlopficky ¢tverce KLM N je rovna a+ 2v, kde a je strana ¢tverce ABC'D a v je kterdkoli vyska
v kterémkoli rovnostranném trojihelniku. Dosazenim dostaneme u = a+2v = 1+42- @ P1i vypoctu jsme
pouzili vztah v = TBa pro vysku v rovnostranném trojihelniku, ktery lze snadno odvodit z Pythagorovy
véty. Spoctéme obsah ¢tverce K LM N roven
2 (1+Vv3)?* 4+2Vv3
U (+\/7):+\[:2+\/§.

S=5 = 2 2

Uloha 8. Najdéte nejvétsi nasobek ¢éisla 8, v jehoz desitkovém zépisu jsou kazdé dvé cifry rtizné. Po-
znamka: desitkovy zapis je bézné pouzivany zapis cislicemi 0 az 9.
Visledek. 9876543120.

Ndvod. Nejvétsi ¢islo, které ma kazdé dvé cifry rizné, je 9876543210. Zkusime zaménovat postupné poradi
¢islic na jeho konci tak, aby byl vysledek délitelny 8. Druhé nejvétsi ¢islo 9876543201 neni délitelné osmi,
tfeti nejvetsi cislo 9876543120 uz délitelné osmi je, dostali jsme vysledek.

Uloha 9. U cesty stoji dva sloupy vysoké 4 a 6 metrii. Z vrsku kazdého z nich vede napnuté lano do
spodku druhého. V jaké vysce se lana protinaji?
Vysledek. 2,4 m.

Ndvod. Oznacme si délky jako na obrazku.

Vsechny délky jsou v metrech. Z podobnosti trojihelnikti dostavame 4 - aLer =x=06" 7435, kded a6
jsou délky sloupt. Pak z predchozich dvou rovnosti dostavame

5x

b L a a+b
a+b a+b a+b

z
12 4

X
== 1.
G

Po tpravé x = 1—52 =2,4m.

Uloha 10. Jaky je ciferny soudet ¢isla 2554 - 32257
Vysledek. 8.

Ndvod. Je 25% - 3225 = 5128 . 2125 — 53 . 10125 = 125 . 1025, Cislo 125 - 10'2° je tvofeno éislicemi 1, 2, 5
a sto dvaceti péti 0. Proto je jeho ciferny soucet roven 8.

Uloha 11. Ucastnici Jarda¢, Franta a Kenny vyhrali na Naboji hromadu cukru, kterou si maji rozdélit
mezi sebou v pomeéru 1 : 2 : 3. Pro cenu si vSak kazdy z nich pfisel jindy a vzdy si myslel, Ze dorazil jako
prvni, tedy sebral si pouze ¢ast, kterd mu podle poméru pattila. Kolik cukru organizatorim soutéze po
navstéveé vsech tii ucastniki zistalo?

. 5
Vysledek. 5.

Ndvod. Kazdy vzal pomérnou ¢ast, po Jardacovi zbylo % z toho, co tam pti jeho pfichodu bylo, po Frantovi
% a po Kennym %. Vynésobenim téchto ¢isel dostaneme pomér celkového koncového a pocatecéniho stavu
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cukru. Protoze se vysledek, at uz ndsobime poméry v jakémkoli pofadi, neméni, tak na pofadi nezalezi a
5.4.3_ 5

feéenim je 66 6 = 18"

Uloha 12. Pavel a Rasto si povidali cely vecer. Kdyz uz jim ale dosly napady, zacal Pavel vyjmenovavat
v8echny dvouprvkové podmnoziny {1,2,...10}. Rasto si pokazdé zapsal do notysku mensi ze dvou éisel,
ktera Pavel fekl. KdyZ Pavel s vyjmenovavanim skoncil, Rasto vechna ¢isla v notysku secetl. Kolik mu
vyslo?

Vysledek. 165.

Nidwvod. Cislo 10 si Rasto nezapsal ani jednou, protoze je nejvétsi. Cislo 9 si zapsal, kdyz mu Pavel fekl
dvojici (9,10). Cislo 8 si Rasto zapsal dvakrat, pii dvojicich (8,9) a (8,10), a tak dal. Celkové potom
soucet byl

1-94+2-843-7+---+8:24+9-1=9+16+21+24+25+244214 16+ 9 = 165.

Uloha 13. Rovnice 22 + ax + b = 0 m4 feseni a a b. Najdéte viechny takové dvojice (a, b).
Vysledek. (0,0) a (1, —2).

Ndvod. Jestlize mé kvadratickd rovnice kofeny a a b, tak ji lze zapsat ve tvaru (x — a)(z — b) = 0, po
roznisobeni x2 + (—a — b)x + ab = 0. Aby to byla stejna kvadratickd rovnice jako ta v zad4ni, musi se
rovnat koeficienty u jednotlivych jejich ¢lent polynomu: —a —b = a a ab = b. Druhou rovnost si pfepisme
na b(a — 1) = 0 a mame dvé moznosti, bud b = 0 nebo a = 1. Prvni vede ke dvojici (0, 0), druhd moznost
ke dvojici (1, —2).

Uloha 14. Soucet nékolika (ale nejméné dvou) po sobé jdoucich piirozenych é&isel je 1000. Jaké nejvétsi
¢islo mezi nimi mize byt?

Vysledek. 202.

Ndvod. Soucet dvou po sobé jdoucich ¢isel je vzdy lichy, ¢islo 1000 je ale sudé, proto ho nepujde jako
soucet dvou ¢isel zapsat. Soucet ti¥i po sobé jdoucich ¢&sel je délitelny tfemi, ¢islo 1000 vSak ne. Ctyfi po
sobé jdouci pfirozena Cisla 248, 249, 250, 251 davaji soucet mensi nez 1000 a ¢isla 249, 250, 251, 252 uz
déavaji soucet vétsi nez 1000. Proto ani ¢tyfi ¢isla nestaci. Pétice 198, 199, 200, 201, 202 uz vsak fesi nasi
tlohu. Protoze je to jedind vyhovujici pétice a protoze by pri zvyseni poctu séitanci doslo ke zmenseni
nejvétsiho z nich, je 202 nejvétsim vyhovujicim cislem, které mizeme najit.

Uloha 15. Zuzka s Haiiou hraji néasledujici hru. Na za¢atku maji pfirozené &islo n a povoleny tah je
k nému pric¢ist 1 nebo odecist 3. Kdo dosdhne 0, vyhrava; tah do zaporného cisla je zakazany. Pro ktera
n muZe Zuzka, kterd zacind, vzdy, nezévisle na tazich Héani, vyhrat?

Vysledek. Pro vSechna n licha.

Ndvod. Zuzcina vyhravajici strategie pro n licha je pti¢ist v prvnim tahu 1 a pak vzdycky udélat to, co
Hana pfed ni neudélala. Napiiklad pokud Hana odecéte 3, pficte Zuzka 1. Pokud Hana prida 1, Zuzka
odeéte 3. Takto Haila nemiize nikdy vyhrat, protoZze svym tahem vytvori vzdy liché ¢islo (a vyhrévajici
0 je sudé ¢islo), a Zuzka naopak zajisti, Ze se po kazdém kole vysledné ¢islo o 2 snizi. Tim Zuzka jednou
dojde do nuly a vyhraje. Pro n sudé Zuzka nemuze vyhrat, protoze po svém prvnim tahu vytvori liché
¢islo a dovoli tak Hané pouzit proti ni onu vyherni strategii pro licha ¢isla.

Uloha 16. Pavel jednou vzal obdélnikovy kus papiru, ust¥ihl mu roh, ¢imz ziskal pétithelnik a trojthelnik.
Pak si vsiml, zZe strany pétithelnika maji délku 10, 17, 18, 24 a 39 v néjakém poradi. Dokazete urcit, jaké
byly ptavodni rozméry papiru a jak dlouhé strany mél odstfizeny trojuhelnik?

Vysledek. Ptvodni rozméry papiru 18x39, strany trojuhelnika 8, 15 a 17.

Ndvod. 39 nemuze byt pfepona ustfizeného pravouhlého trojuhelnika, protoze by se tato pfepona nevesla
do nejvétsiho mozného zbyvajicitho obdélnika 18x24. Proto je 39 stranou obdélnika. Zakreslenim 24 jako
druhé strany se dostaneme do tuzkych, 24 bude prilis velké ¢islo, tak vyzkousime rozméry 18x39. K nim
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bude vyhovovat Pythagorova véta pro odsekly trojihelnik: (39 —24)2 4 (18 —10)% = 172, neboli 152+ 8% =
172, a tedy 8, 15 a 17 jsou rozméry hledaného pravothlého trojihelnika.

Uloha 17. Zabak Jardac¢ skace pouze celociselné vzdalenosti. Jednou skékal po tiseéce AB dlouhé 88
z bodu A do bodu B. Vzdy nejprve skocil polovinu vzdalenosti zbyvajici do bodu B, dalsim skokem
sko¢il polovinu piedchoziho skoku zpét. Poté zase polovinu vzdalenosti k bodu B a polovinu zpét, a tak
déle. Kolik skoki by udélal, nez by poprvé musel skocit necelociselné?

Vysledek. 24.

Ndvod. Zapisme si prvotni vzdalenost jako 4'2, a divejme se na dva Jardovy po sobé jdouci skoky, jako
by je Jarda uskutecnil zardz. Pak Jarda (jakoby) skoé¢i vzdy i vzdalenosti, co mu zbyva k bodu B, a
zb§vajici vzdalenost k bodu B bude po prvnim dvojskoku 3 -4, po druhém dvojskoku 32 .40 po tietim
dvojskoku 32 - 4%, ..., po jedenactém dvojskoku 3'! - 4!, po dvanictém dvojskoku 3'2. V dalsim skoku
uz by Jarda musel skoéit necelo¢iselné, protoze polovina z lichého &isla 3'2 neni celé ¢islo. Celkovy podcet
skoki, které by Jarda udélal, je tedy 2 - 12 = 24.

Uloha 18. Naleznéte nejmensi pfirozené ¢islo zaéinajici &islici 6, které se po odebrani této prvni ¢slice
zmensi na % své pivodni hodnoty.

Vysledek. 625.

Ndvod. Cislo musi byt délitelné 25, jinak by se nemohlo zmensit na % své ptivodni hodnoty. Cisla délitelna
25 musi konc¢it na dvojcisli 00, 25, 50, nebo 75. Proto cifra 6 nemuze byt v hledaném nejmensim cisle
na misté jednotek, ani desitek. Cislo 600 nevyhovuje, ale dalsi &islo v pofadi, 625, uz spliiuje podminky
tlohy.

Uloha 19. Pro kolik pfirozenych &isel k plati nsn(6%, 8%, k) = 12!2? Poznamka: nsn(a, b, ¢) znaéi nejmensi
spole¢ny nésobek ¢isel a, b, c.
Vysledek. 25.

Ndvod. Cislo k musi byt ve tvaru 3'2 - 2!, kde [ € N, protoze &isla 6 a 8% maji ve svém prvoéiselném
rozkladu trojku v mocniné na maximalné Sestou, ale v nejmensim spoleéném nésobku je 3'2. Navic
z k| 1212 = 312.224 plyne, ze dalsim prvoéislem v prvoéiselném rozkladu ¢isla k uz mtize byt jen prvoéislo
2, proto to 2!. Hodnoty [ jsou z rozmezi 0 az 24, je jich 25, proto je moznjch k téz 25.

Uloha 20. Zjednoduste vyraz

</1-2-4+2~4-8+...+n~2n-4n
1-3-94+42.6-18+...+n-3n-9n"

Vysledek. %

Ndvod. Upravujme vyraz:

S 1:2:442-4-84...+n-2n-4n (12413422 +---4n3)  J(1-2-4) /23
1:3-942-6-18+...+n-3n-9n  \ (1-3-9)(13+23+...4+n3) . B

Uloha 21. Pro piirozena &isla a, b, ¢ plati, ze abc = 78 a a? + b% + ¢ = 206. Zjistéte soucet a + b + c.
Vysledek. a 4+ b + ¢ = 20.

Ndvod. Vychazejme z prvociselného rozkladu abc = 78 = 2 - 3 - 13. Ttinactka déli jedno z ¢isel a, b, c,
piitom (2-13)? je uz vétsi nez 206, proto musi byt jedno z &isel a, b, ¢ rovno 13. Nezalezi na pofadi, necht
je tieba a = 13. Potom zbyva bc = 18 =6 a b? + ¢? = 206 — 132 = 37, odkud je vidét, Ze dalsimi &sly
musi byt 6 a 1 (dvojice 2,3 nevyhovuje). Celkové pak a + b+ ¢ =13+ 6+ 1 = 20.
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Uloha 22. Jarda si vybral pét ¢isel z mnoziny {1,2,3,4,5,6,7} a fekl Zuzce jejich sou¢in. Zuzka se
snazila zjistit, zda je soucet Jardovych ¢isel sudy nebo lichy. Po chvili usoudila, Ze se to zjistit neda. Jaky
byl onen soucin, ktery Jarda Zuzce povédél?

Vysledek. 420.

Ndvod. Povi-li Jarda Zuzce soucin svych péti ¢isel, sd€li ji tim zaroven soucin dvou ¢isel, ktera si nevybral.
Obdobné, nemuze-li Zuzka zjistit, zda je soucet Jardovych ¢isel sudy ¢i lichy, nemuze to zjistit ani o souc¢tu
téch zbylych. Stac¢i nam tedy urcit soucin téch cisel, kterd si Jarda nevybral. Pak hledame takové ¢islo,
které se d4 zapsat vice zptsoby jako souéin &isel z {1,2,...,7} tak, Ze souty jednotlivych éiniteld maji
riznou paritu. Takové ¢islo existuje jen jedno: 12 =4-3 =6 -2 , pficemz 3 + 4 je liché, zatimco 6 + 2 je
sudé, coz presné chceme. Soudin ¢isel, ktera si Jarda nevybral je tedy 12. Snadno dopocteme, Ze soucin
vybranych je 420.

Uloha 23. Kazda ze ti{ skiinék méa dvé zasuvky, v kazdé zésuvce je jeden drahokam. V jedné skifiice
jsou dva rubiny, v druhé jeden rubin a jeden smaragd a v posledni dva smaragdy. Zvolili jsme si ndhodné
skiiniku a v ni zasuvku. Jestlize jsme v prvni zasuvce nasli rubin, s jakou pravdépodobnosti bude i ve
druhé rubin?

Vysledek. %

Ndvod. Pojmenujme si rubiny pismeny A, B, C, spolu ve skfince jsou A s B. Pfi vybirani ndhodné
skiitiky a zdsuvky mame stejnou Sanci (kterd je rovna %), Ze jsme otevieli zasuvku s kterymkoli z dra-
hokamuti. Pokud jsme nasli rubin A, je ve druhé zasuvce stejné skiirky dalsi rubin. Pokud jsme nasli
B, je taktéz v druhé zasuvce dalsi rubin. Jediné pokud jsme sahli na C, je ve druhé zasuvce smaragd.

S pravdépodobnosti % + % +0= % je tedy i ve druhé zasuvce rubin.

Uloha 24. Kolik existuje étyfcifernjch ¢isel abed takovych, ze pro jejich cifry plati0 < a < b < c < d < 9?7
Vijsledek. () = 126.

Ndvod. Vezméme si mnozinu ¢isel {1,2,...,9}. Z kazdé vybrané ¢tvefice z této mnoziny umime poskladat
pravé jedno cislo abed, které spliiuje podminky tlohy. Proto je pocet vyhovujicich ¢isel abed roven poctu
moznosti, jak z devitiprvkové mnoziny vybrat ¢tyfprvkovou podmnozinu. Vysledek je (Z).

Uloha 25. V rovnoramenném lichobézniku maji zdkladny délky 8 a 18. Navic se lichobé&zniku dé vepsat
kruznice. Jaky je jeji polomér?

Vysledek. 6.

Ndvod. Snadno si pomoci pravidla a + ¢ = b + d pro teénovy C¢tyfiuhelnik a pomoci rovnoramennosti
dopocteme, Zze délky ramen lichob&Zniku jsou 13. Spustme z krajnich bodi a stiedu kratsi zakladny
kolmice jako na obrdzku (jsou znaceny ¢arkované).

Useky, na které je vétsi zakladna rozdélena, jsou délek 5, 4, 4, 5. Protoze je délka kterékoli ¢arkované
Cary na obrazku i primérem vepsané kruznice, staci pro vyfeseni tlohy urcit velikost vysky lichobéznika
a vydélit dvéma. Z Pythagorovy véty je tato délka /132 — 52 = /144 = 12 a polomér je tedy 6.

Uloha 26. Najdéte nejvétsi podmnozinu mnoziny {1,2,...,100} takovou, ze kazdé dva jeji prvky jsou
nesoudélné, tedy nemaji zddného spole¢ného délitele.
Vysledek. 1 a vSechna prvocisla do 100.

Ndvod. Cisla v mnoziné {1,2,...,100} maji vSechny prvoéiselné délitele mensi nez 101, kazdé ma jiné
prvociselné délitele a jen ¢islo 1 muze byt bez prvociselného délitele. Proto nemiize byt ¢isel v mnoziné
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vic, nez je pocet prvoéisel do 100 plus 1. Mnozina {1; v8echna prvoéisla do 100} m4 ale pfesné tento
pocet prvki, proto je hledanou nejvétsi mnozinou.

Uloha 27. Pro ktera vSechna piirozena &isla n plati, Ze 6n je délitelné &islem 6 + n?

Vysledek. 3, 6, 12, 30.

6n

Navod. Je ziejmé, ze < 6. Jestlize 6 + n | 6n, potom podil 5% celé &islo lezici v intervalu (1,5).

6+n 6+n
Prozkousejme moznosti.
° &—"n =l=n= g, coz neni prirozené ¢islo
° (ﬁ_—nn =2=>n=3
° (gr—"n =3=n=6
o —d=n=12
o L =5=n=30

Zavér: 6 4+ n|6n pro n € {3,6,12,30}.

Uloha 28. Mé&jme kruznici k se stiedem S o poloméru 1 a bod P takovy, ze |PS| = 3. Timto bodem
vedme teény ke kruznici k, které se ji dotknou v bodech A, B. Déle si zvolme libovolny bod T' kratsiho

oblouku AB kruznice k a jim vedme te¢nu ke kruznici k. Tato teéna protne tsecky AP a BP v bodech
X a Y. Urcete obvod trojthelnika PXY'.

Vysledek. o = 44/2.
Ndvod. Pro obvod APXY plati o = |[PX|+|XY|+|YP| = |PX|+|XT|+|TY|+|YP| = |PX|+|XA|l+
|BY| + |Y P| = |PA| + |PB|, nebot teény ke kruznici z bodu jsou stejné dlouhé.

B
Y

P

N

A

Dale plati |PA| = |PB| = \/|PS|2 — |SB|? = V32 — 12 = 2y/2. Odtud o = |PA| + |PB| = 2|PB| =
4v/2.

Uloha 29. V krychli si vyzna¢me nékolik bodti: vSechny vrcholy, viechny stiedy hran, vSechny stfedy
stén a stfed krychle. Kolik jsme jich vyznacili? Kolik existuje pfimek takovych, Ze prochézeji pravé dvéma
vyznac¢enymi body?

Vysledek. Pocet bodu je 27, pocet primek 204.

Ndvod. Z obrazku vidno, ze bodt je 27 (t¥ikrat podet na néjaké sténg).

S R R ‘
: I : : .
) 2 ‘ :
Lo ; :
L SRR CAR R
A : : L.
AR I CAR 9
B B : ‘
R B
. | . .
. p 77777 (@74,4,
s .
S &l
Ve
.
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Kazdé dva body urcuji primku. Takto pfifazenych piimek ke dvéma bodum je (227) = 351. Do tohoto
souctu jsme ale zapocitali i pfimky, na kterych lezi tfi body, kazdou z nich dokonce t¥ikrat (za kazdou
dvojici bodit). Proto musime od 351 odeéist trojndsobek poctu pfimek, na kterych lezi tfi body. V kazdém
ze t¥1 smért (zhora—dolt, zleva—doprava, zepfedu—dozadu) lezi 9 pfimek, na nichz lezi t¥i body. Ve smérech
sténovych thlopiicek lezi vzdy tii piimky se tfemi body, smért sténovych thlopiicek je 6. V kazdém ze
Gtyt smért télesovych thlopti¢ek pak lezi jedna pfimka, na niz jsou t¥i body. Pojdme seéist pocet pfimek,
na nichz lezi 3 body: 3-94+6-3+4-1 = 49. Hledany pocet pfimek ze zadani je 351 — 3 - 49 = 204.

Uloha 30. Ctverci ABCD se stranou délky 1 je vepsany ¢tverec K LM N tak, ze body K, L, M a N lezi
po Fadé na strandch AB, BC, CD a DA. Body X, Y a Z lezi po fadé na tseckich AB, KN a DA tak,
7e AXY Z je ¢tverec. Vyjadiete obsah ¢tverce AXY Z, jestlize vite, Ze obsah ¢tverce KLMN je S.

A Z N D
X7y
K

M
B L C

p 1-5)2
Vysledek. %.

Ndvod. Dorysujme si do ¢tverce KLM N dalsi étverec YY'Y"Y" | ktery je rovnobéZny s ABCD.

A Z N D
Y///
XY
M
Ty Y
B L C
Pomeéry obsahtt Sapcp : Skrmn @ SkLymn : Syyyry jsou diky stejnym tthlim sviranych jednotli-
vimi &tverci stejné, proto jestlize zadani pravi Sapcp =1 a Skruny = S, pak Syy yry» = S%. Pomér

|AB| : |[YY’| je odmocninou poméru obsahti, tedy |[AB| : [YY’| = &, z ¢ehoz diky |AB| = 1 dostaneme

[YY’| = S. Dopoéitejme |AX| = % = 155, Obsah malého étverce AXYY je uz malickost:
_g\2

Saxvz = AX[? = (:55)".

Uloha 31. Jak Ize rozdélit kruh na 7 ¢sti se stejnym obsahem jenom s pomoci pravitka (bez miry, bez
délek, pravitko mtize byt libovolné dlouhé) a kruzitka? Neni nutné rysovat, ale je nutné ukazat postup
konstrukce.

Vysledek. Dvé z moznych FeSeni, mohou existovat i dalsi. Soucasti Feseni je i postup konstrukce.

Ndvod. Nejprve rozdélite kruh jako ,kolac“ na Sest dili, to je lehké. Potom musite sestrojit délku %,
abyste mohli sestrojit vnitini kruznici. Mezikrokem je sestrojeni délky v/7r. Tu najdeme v pravotthlém
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trojuhelniku se stranami 3r, 4r, v/7r, kterj sestrojit umime. Pomoci pFenaseni pomért zkonstruujeme

% (vezmeme né&jaky tihel, na jedno jeho rameno naneseme za sebe délky v/7r a 7, na druhé rameno jen

délku r a délku % zkonstruujeme pomoci rovnobézek).

Uloha 32. V trojuhelniku ABC je téznice na stranu a kolmé na téZnici na stranu b. Uréete délku strany
¢, vite-li navic a = 8, b = 6.

Visledek. 2v/5.
Ndvod. Oznacme si délky podle obrazku.

Pak podle Pythagorovy véty pouzité na trojuhelniky AT'Sp, BT'S 4 plati

32— (% 2+ L 2 2= (L 2+ 2 2
= — —_ a — — — ,
3 3 3 3
coz po seCteni dava g(ti + t%) = 32 + 42 = 52. Z potieti pouzité Pythagorovy véty dostavame

2 2
2 2 4 45
2 2 2 2 2
= (Zta) +(Sts] = =(t2+12) = —=(t2 +£2) = 20.
¢ (3 ) (3 b) glla 1) = 55(tatt)

Odtud ¢ = v/20 = 2+/5.

Uloha 33. Nad pieponou DO pravotihlého trojihelniku DOM lezi zvenku étverec DINQO. Uréete | M1,
vite-li [MD| =6 a |[MO| = 8.
Vysledek. 2/58.

Ndvod. Pro vyfeseni si dokreslime ke strané DI c¢tverce trojihelnik shodny s DOMem.
(0] N

M/
Uhly do sebe pékné zapadnou, proto je |[<M DM’| = 180°. Ke spo¢itani |MI| miizeme pouzit Pytha-
gorovu vétu: |[MI| = /(6 +8)2 + 62 = V142 + 62 = /232 = 21/58.

Uloha 34. Urcete pocet feseni rovnice
x

sin(rz) = 100"

Vysledek. 199.

Ndvod. Ziejmym Tesenim je x = 0. Zbyla feSeni jsou symetrickd podle 0, takze pro kazdé x Tesici zadanou
rovnici Fesi rovnici i ¢islo —z. Na kazdém intervalu (k, k + 2), kde k € {0,1,...,49}, lezi pravé dveé feseni,



nebot tam linearni funkce {55 protne graf funkce sin(7x) pravé dvakrat (perioda funkce sin(mz) je 2, tedy
presné délka intervalu). Téchto intervalt mame 50, nezédpornych kofeni je tedy 2- 50 = 100. Nekladnych
je diky symetrii také 100, a po odecteni jednoho feseni za nulu, kterou jsme zapocitali dvakrat, dostavame
celkovy pocet kofent 199.

Uloha 35. Kenny, Lubo$ a Monika postupné hazeji poctivou minci (pravdépodobnosti padnuti orla a
panny jsou stejné). Vsichni t¥i hraji hru, kterd vypada nésledovné. Nejprve hodi Kenny, pak Lubos, pak
Monika, pak zase Kenny, tak porad dokola, dokud prvnimu z nich nepadne panna, a to je vitéz. S jakou
pravdépodobnosti vyhraje Lubos?

. 2
Vysledek. .

Ndvod. Ozna¢me pravdépodobnosti vyher Kennyho, Lubose a Moniky symboly Py, P;, P,,. Pravdépodob-
nost, ze vyhraje Kenny je urcité dvakrat vétsi, nez ze vyhraje Lubos, protoze jen s polovi¢ni pravdépo-
dobnosti se Lubos vibec doc¢ka svého tahu, a az se ho docka, tak prejmenovanim tcinkujicich dostaneme
analogickou situaci jako na zacatku. Podobné ma Lubos dvakrat vétsi Sanci na vyhru nez Monika. Proto
jsou pomeéry Py : P, : P, =4 :2:1. Remizou hra skon¢it nemize, proto vzdy nakonec nékdo vyhraje,
takze je Pr + P, + P, = 1, a pravdépodobnost P; dopocitdme snadno pfes pomeér 4 : 2 : 1. Vysledek je
=i

Uloha 36. V roviné lezi 8 bodii tak, ze zadné tii nelezi na jedné piimce. Kolik nejvic trojahelniki
s vrcholy v téchto bodech lze vytvorit tak, aby méla kazda dvojice trojihelnikti spole¢ny nejvyse jeden
vrchol? Poznédmka: prekryvéani trojuhelnika je povolené.

Vysledek. 8.

Ndvod. Dva trojuhelniky maji spole¢ny maximalné jeden vrchol, pravé kdyz nemaji spole¢nou zadnou
stranu. Poéet moznych nesplyvajicich tisecek (s krajnimi body v dané mnoZiné) je roven (g) = 28. Nejvétsi
mozny pocet trojihelnikl je ted L%J = 9. Tento pocet trojuhelnikii ale nejde naskladat do mnoziny
tsecek mezi zadanymi osmi body, protoze aspon jeden bod musel byt koncovym bodem sedmi pouzitych
usecek, a to nelze, nebot kdykoli je bod vrcholem néjakych k trojuhelniki, je koncovym bodem 2k stran
téchto trojuhelniki, a to je spor s lichosti ¢isla 7. Naopak, osm trojuhelnikt uz utvorit zvladneme, coz se
snadno oveéri.

Uloha 37. Kuba s Pavlem namalovali na zed t¥i kruhy, jejichZ st¥edy lezi ve vrcholech rovnostranného
trojuhelnika se stranou délky 1 a poloméry rovnymi délce strany. Vzniklo jim sedm c¢asti a kazdou by
chtéli natrit jinou barvou. Kolik je bude cely obrazec stat, jestlize ceny natfeni jedné ¢tverecni jednotky
jsou jako na obrazku nize?

Vysledek. Tm korun.

Ndvod. Vezméme si kruh vlevo dole a vymalujme ho cely barvou stojici 1 na étvereéni jednotku (cely
kruh tak bude stat 712 = 7). Piedpokladejme, Ze vymalovani policek, kterd jsou spole¢na s ostatnimi
kruznicemi a jsou drazsi, se o jedni¢ku zlevni (jakobychom uz nanesli vrstvu za hodnotu 1). Pak si mtizeme
levou dolni kruznici odmyslet a provést stejny postup (akorat ¢tyfikrat intenzivngjsi) na horni kruh (to
bude stat ¢tyciikrat vic: 4(w12) = 47). Zbyde nam kruh, ktery vymalujeme za cenu 2(712?) = 27. Celkové
nas toto vymalovani stoji m + 47 + 27 = Tm.
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Uloha 38. Vypo¢téte hodnotu sin 54° - sin 18°.
Vysledek. %.

Ndvod. Upravujme vyraz pomoci vzorce pro dvojnasobny thel, pravidel pro rozsifovani zlomku a vlast-
nosti sinx = cos(90° — x):

1
sin 54° sin 18° = cos 36° sin 18° = cos 36° - (2sin 18° cos18°) - ———— =
2cos 18°
1 1 sin 72° 1
= 36°sin36° - ————— =sin 72° - = =—.
ORI NI Yeos 18 T 'Y Tdcos18°  dsin72e 4

Uloha 39. Funkce f(x) splituje f(3z) = 3f(x) pro viechna realna z, dale f(r) = 1 — |x — 2| pro z
z intervalu [1, 3]. Najdéte nejmensi kladné x, pro které plati f(z) = f(2008).

Vysledek. 422.

Ndvod. K tesSeni vede predstava, jak vlastné funkce vypada.

SV

Na intervalu (1, 3) je tvar na obrazku vlevo. Celou funkci pak (na kladnych ¢&islech) dostaneme tak, ze
si ,zkopirujeme* interval (1,3) na interval (3,9) a t¥ikrat zvétsime. Pro nasledujici intervalyi (3%, 3+1)
provedeme totéz. V kazdém intervalu <3k, 3k+1> nabyva funkce maxima v jeho prostfedku a toto maximum
je rovno 3%, Hledejme ted ko takové, ze 3%0 < 2008 < 3FoF1, Takovym kg je ko = 6 (35 = 729 < 2008 <
2187 = 37). Ziejmé f(2008) = 2187 — 2008 = 179, protoZe je funkce f po Castech linedrni a 2008 je
blize 2187 nez 729. Ted uz hledame jen x, pro které f(x) = 179. Takové x miize leZet nejblize v intervalu
(243, 729), protoze maximum v piedchozich intervalech je 3* = 81. Od ¢isla 243 jde funkce linedrné nahoru,
a my jen ¢ekdme, kdy f(x) vystoupad na hodnotu 179. To se stane pfesné v bodé x = 243 + 179 = 422.

Uloha 40. Kouzelny automat umi vyplatit ¢astku n pomoci minci v hodnoté od 1 do n. Kolika zptisoby
to mize udélat, jestlize ma dostatek kazdé hodnoty platidla? Pti vyplaceni zalezi na poradi.

Vysledek. 27~ 1.

Ndvod. Jednotlivé mince o hodnoté k si predstavme jako k£ jednotkovyjch minci, které vypadnou z auto-
matu témér zaraz. Potom jakoby automat vraci jednotkové mince po davkach. Dejme tomu, Ze automat
vyplati n minci v m davkach. Po¢et moznosti, jak mohl tyto davky naporcovat, je stejny, jako pocet zpu-
sobi, kolika mizeme mezi n jednotkovych minci v fadé vlozit m prepazek, pficemz dvé prepazky nesmi
byt vedle sebe. Predstavme si tedy, Ze mame fadu n minci a mezi nimi n — 1 volnych poli¢ek (mince —
policko — mince — poli¢ko — ... — policko — mince), na kterd mizeme umistovat prepazky. To lze udélat
(";Ll) zpusoby. Pokud uvazujeme postupné m = 0,1,2,...,n — 1, dostaneme podle binomické véty

L<nm1> _ <n01>+<n11>+...+(2_1) =1+ t=on

n

3
]
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Uloha 41. Najdéte nejvétsi n takové, ze 2" | (31024 — 1).
Vysledek. 12.
Ndvod. Postupné rozkladejme zavorky podle vzorce (A2 — B?) = (A + B) - (A — B) a dostaneme

31024 _ 1 — (3512 + 1)(3512 _ 1) — (3512 _|_ 1)(3256 + 1)(3256 _ 1) —
B+ DE*+DEFE+DEM +DEP+DET+DE+DET HDE+ DB+ DE 1),
Cislo 32 dava po déleni 4 zbytek 1, proto 3?* + 1 da po déleni ¢tyfmi zbytek 2, a je tedy délitelné
dvéma, ale ¢tyfmi uz ne. Proto si mizeme za kazdou z prvnich 9 zévorek zapsat jednu dvojku do ¢isla

2", z polednich dvou zavorek pak dalsi tfi dvojky. Celkovy pocet dvojek v rozkladu na soucin je 12 a
nejvetsi n, pro které 2" | (31924 — 1), je taky 12.

Uloha 42. Nechf z je nejvétsi dvojciferné p¥irozené éislo, pro které existuje celé &islo y a prvoéislo z tak,
Ze plati 22 + 2y% 4 3xy = 522. Ktera jsou ¢isla z, y a 2?7
Visledek. (z,y,z) = (99, —44,11).

Navod. Pro zac¢atek si rovnici upravime na
(z +y)(x + 2y) = 52°,

Mame hledat nejvétsi dvojciferné ¢islo z, tak zkusime zvolit = 99 a doufame, ze najdeme piislusna y a
z. Nyni méame
(99 + y)(99 4 2y) = 522

Jezto je z prvocislo, vidime, ze prava strana se da rozlozit na soucin dvou celych ¢isel jen méalo zptsoby
522=1-522=5-22 =522 = (—1)- (=52%) = (=5) - (=2°%) = (=52) - (—2).

Kazd4 z moznosti ndm uréi hodnoty zavorek (99 + y) a (99 + 2y) a my jsme schopni y a z dopodcitat
a zjistit tak, jestli vyhovuji zaddni lohy. Rozebranim vSech piipadt nalezneme jediné feseni (z,y,z) =
(99, —44,11).

Uloha 43. Vime, Ze pro realna ¢isla a, b, c plati a — 7b + 8c = 4 a 8a + 4b — ¢ = 7. Jakych hodnot mize
nabyvat a® — b% + ¢2?

Vysledek. Je to vzdy 1.

Ndvod. Podivejme se, jakou ¢ast prostoru R? vypliuji trojice a, b, ¢, které vyhovuji podminkam ze zadani.
Prvni podminka je vlastné rovnici roviny, takze mnozina bod [a, b, ¢] spliiujicich a — 70+ 8¢ = 4 je rovina
v R3. Druh4 podminka uréuje téz rovinu a priise¢nice téchto rovin je pfimka, kterd spliiuje obé podminky.
Vyjédfeme si tuto pfimku. Dosazenim a = 4+7b—8¢ do 8a+4b—c = 7 dostaneme 8(4+7b—8¢)+4b—c =7,

. v 7 13 5 c s Vv . o 5 13 . ;s «
po tpravé b = 35¢ — 15. Vyjadieni a je a = —q5¢+ 13. Pokud [a, b, ¢] vyhovuje zadéni, pak tedy nutné
[a,b,c] = [—1—520 + %, %c - 1—52, c] pro né&jaké ¢ € R. Dosazenim do vyrazu a? — b? + ¢? dostavame Feseni

S5 I 13 5N\ L
12 12 12 12 o

2 2
25 169 5-13 5-13 13 5
== -——41|2+2(—-—"= — ) - (=) =0 1=1.
(144 144 )C * ( 144 144)”(12) (12) 0c A+ 0c +
Uloha 44. Najdéte p¥irozené &islo n, pro které plati

g () +ancs () avets () aves (1) =
arctg { 3 arctg | arctg | - arctg =71

n
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Vysledek. 47.

Ndvod. Vzpomene si na sou¢tovy vzorec pro tangens

tga+tg B

tg(a+ ) = T tgo tgh

a zjevnou identitu arctg (tg (x)) = x. Nyni spoéteme

arctg (%) + arctg (i) = arctg (tg (arctg (%) + arctg (i))) = arctg (%) = arctg (%)

Vidime, ze jsme schopni vyjadfit soucet dvou hodnot funkce arkustangens pomoci jeji jedné hodnoty.
Vime-li, Ze 7 = arctg 1, staci nam to, abychom se opakovanim tohoto postupu dopocitali k feseni n = 47.
Uloha 45. Uvazujme posloupnosti skladajici se pouze z pismen A a B takové, ze kazdy souvisly tsek po
sobé jdoucich pismen A (ktery uz nejde prodlouzit) ma sudou délku a tisek pismen B lichou délku. Jsou
to naptiklad AABBB, B, BAAAABBB. Najdéte pocet takovych posloupnosti délky 14.

Vysledek. 172.

Ndvod. Oznacme si A, resp. B, pocet vyhovujicich posloupnosti délky n, které konéi pismenem A,
resp. B. Chceme-li urcit A,,, vime, Ze kazda takova poslouponost konéi dvéma pismeny A. Tedy na pozici
n — 1 musi byt také A, proto nas zajimé pouze pocet fetézcu délky n — 2. Téch je A,,_o + B, _2. Mame
tedy vztah A, = A,,_s + B,,_2. Podobné odvodime téz vztah B,, = A, _1 + B,_2. Snadno urcime, ze
By =1, A4 =0, B, =0, A, = 1 a pomoci odvozenych rekurentnich vztahti dopoc¢teme pocet vSech
vyhovujicich posloupnosti jako A4 + By = 172.

Uloha 46. V trojthelnikové tabulce &isel jsou v prvnim fadku ¢isla 1,3, 5, ... ,99. Kazdy dalsi fadek ma
0 jedno ¢islo méné a jeho ¢leny jsou soucty ¢isel nad nim (takze druhy fadek je 4,8, ... ,196). Kolik ¢éisel
z trojthelnika je délitelnych 677

Vysledek. 17.

Ndvod. Povsimneme si, ze hned ve druhém fadku jsou vSechna ¢isla délitelné ¢tyfmi, coz ovSem znamena,
ze 1 vSechna ¢isla v nizsich fadcich jsou délitelné ctyfmi. Jelikoz jsou 4 a 67 nesoud€lné, mizeme vSechna
¢isla od druhého tadku niz vydélit ¢tyimi a jejich délitelnost 67 tim nezménime. Ve druhém radku pak
budou ¢isla {1,2,... ,49} a ve tfetim {3,5,... ,97}. Na dalsim fddku budou opét ¢isla délitelnd 4 a stejny
argument nam dovoli i tentokrat vsechna ¢isla od tohoto fadku niz vydélit ¢tyfmi. Zjistime, Ze se ndm
opakuji dva ,typy“ fadkt. Typ {k,k + 1,k +2,... ,n} a {2k + 1,2k + 3,2k + 5,... ,2n + 1}. Rovnou
vidime, ze ¢isla délitelnd 67 se mohou vyskytnout pouze u druhého typu, za podminky, ze ¢islo 67 je
jesté prvkem onoho fadku (krajni hodnoty se ptiblizuji). Takovych fadkt je ale 17, proto je i 17 ¢isel
délitelnych 67 v celém trojihelniku.

Uloha 47. Najdéte pocet osmic nezdpornych &isel (aq,as, as,aq, by, ba, bz, by) spliiujicich 0 < a < k pro
k=1,2,3,4, a
a1 + az + az + aq + 2by + 3by + 4b3 + 5by = 19.

Vijsledek. (%) = 1540.

Ndvod. Soucet si pfevedme na
(a1 + 2b1) + (a2 + 3b2) + (ag + 4bs) + (aq + 5by) = 19

a nyni si uvédomime klicovou véc. Kdykoliv ted zvolime za i-tou zdvorku konkrétni nezaporné d&islo,
existuje prdvé jeden zpusob, jak toto ¢islo pomoci nezapornych ¢isel a;, b; vyjadrit. To plati pravé diky
nerovnostem a; < . Nyni uz staci tedy spocitat pocet zptsobu, jak vyjadrit 19 pomoci souctu 4 ne-
zapornych cisel. Predstavme si celkem 22 policek v fadé za sebou, na které umistime 19 puntikt a 3
prepazky, priCemz pocet puntikti od zacatku k prvni prepazce bude hodnota prvniho nezaporného d¢isla,
pocet puntik® mezi prvni a druhou prepazkou bude hodnota druhého nezaporného ¢isla, a tak dal. To
miizeme udélat (232) = 1540 zptisoby.



