Korespondenc¢ny matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do ruk tvodny letdk zimnej ¢asti 36. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
stutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na péde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskoldkov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zrucnosti a skisenosti ziskané pri rieseni tohto seminéra, pripadne pri
casti na zdvereénom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a zaCinajucim Studentom je uréend kategoria ALFA, pre starsich a skuisenejsich je kategoria BETA. Kazdy moze,
samozrejme v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategorie. Podrobnejsie informécie o jednotlivych kategéridch
najdete v pravidlach. Pre tych, ¢o majui vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urceny semi-
nar iKS (Medzindrodny koreSponden¢ny semindr), ktory organizuju vedici KMS v spolupréci s ¢eskymi kolegami
z Matematického koresponden¢niho seminare. Tento semindr mé velmi Specificky ciel, ktorym je priprava studentov
na CK MO-A a aj na Medzindrodnii matematicki olympiddu. Ak méate akékolvek otézky alebo pripomienky, smelo
nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedend pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam zelaja
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Vseobecné informacie o koreSpondené¢nom matematickom seminari

Sutaz sa skladd z dvoch nezavislych casti — zimnej a letnej. Kazdd z nich prebieha v rdamci skolského polroka.
Na konci kazdej casti budi najispesnejsi riesitelia pozvani na zavere¢né stustredenie. Kazda cast pozostava z troch
sérif uloh. Zadania prvych dvoch sérii mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori ndm posla prihlasku.
Ulohy budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za ¢iastkové ¢ netplné riesenia. Za
kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najva¢sim bodovym ziskom.

Kategérie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel, ktoré priklady mozes riesit, potrebujes poznaf svoj koeficient k. Tento koeficient si mozes
vypocitat ako kK = r + u + ¢, kde ¢islo r je tvoj roc¢nik, ¢islo u je pocet tvojich tispesnych semestrov a ¢islo ¢ je
pocet tvojich Gcasti na celostatnom kole matematickej olympiady. Semester povazuj za tspesny, ak sa ti pocas neho
podarilo ziskat pozvanku na sistredenie KMS, alebo si sa ho zucéastnil ako nahradnik.

Kategériu ALFA moézu riesit len Studenti strednych skol, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient x je najviac 3.

Kategériu BETA mozu riesit vsSetci (aj zahraniéni) Studenti strednych s$kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategéria ALFA

Pre riesitelov kategérie ALFA st uréené priklady 1-7. Ulohu ¢slo 1 mozu sitazne riesit len Studenti s x < 1 a tlohu
¢islo 2 len Studenti s xk < 2. Ostatné dlohy (3-7) mdzu riesit vSetci rieSitelia kategérie ALFA.

Ziaci zakladnych skol nebudi na ststredenie pozvani.
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Kategéria BETA

Pre riesitelov kategérie BETA st uréené priklady 4-10. Ulohu é&slo 4 mézu sttazne riesit len Studenti s k < 4
a ulohu ¢islo 5 len studenti s k < 7. Ostatné tlohy (6-10) mo6zu riesit vsetci rieSitelia kategérie BETA.

Pozyvanie na sistredenia

Po zimnej ¢asti sa uskutocnia dve ststredenia pre najispesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA a BETA. Na
kazdé z nich bude pozvanych aspon 30 najlepsich riesitelov prislusnej kategérie. Ostatni rieSitelia mozu byt pozvani
ako ndhradnici.

Po letnej casti sa uskutocni jedno sistredenie spolo¢né pre obe kategérie. Z kazdej kategérie bude na stistredenie
pozvanych aspon 15 najuspesnejsich riesitelov. Ostatni riesitelia mo6zu byt pozvani ako nahradnici.

Pokyny pre riesitelov

o Priklady ries samostatne. RieSenie kazdej tlohy riadne zdévodni. V pripade, ze v casti ¢i celom rieseni
pouzivas odbornu literatiru, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj
v tomto pripade zasli kompletné riesenie. Za riesenie vyuzivajice vypoctovu techniku spravidla nedostanes
vela bodov.

« Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z tizemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihntit do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je peciatka
na obdlke) sposobuji zna¢né organizacné problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelit nula bodov za vsetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizatorom osobne.

e Riesenie kazdého prikladu pis na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj rieSenia v angli¢tine a c¢eStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
d6vodov nebudi opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

e Opravené, obodované a okomentované riesenia spolu so vzorovymi rieSeniami a pripadnou dalsou korespon-
denciou Ti mo6zu byt zasielané domov, do skoly alebo na ind adresu. Svoju volbu vyznac v navratke. V pripade,
ak chces korespondenciu posielat inde ako do skoly, je potrebné zaslat ndm s névratkou aj tri obélky (najlepsie
formatu A5) s vypisanou adresou (zndmky nie st potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial mas dojem, Ze tvoje riesenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach Cokolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.
Idedlny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieseni

Presny ndvod na ich odovzdavanie najdes po prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieseni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto ¢ase uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

o Akceptované su iba rieSenia vo forméate pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzit TEX, pripadne export do forméatu
pdf z inych aplikacii.

o Na stranke kms.sk/eriesenia je mozné (po prihldseni) vyplnit elektronickda prihlasku. Nebudes ju tak
musiet zasielat pisomne. Je vSak potrebné (v pripade posielania korespondencie inde ako do skoly) zaslat ndm
obalky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz budu spat posielat klasickym sposobom.
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Prednasky
Riesitelom z celého Slovenska odporicame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskuto¢ni v Bratislave dna 8. no-
vembra 2014 (po Fyzikdlnom N&boji). Blizsie informécie ndjdete v pozvanke, ktori ¢oskoro zasleme vam alebo na
vasu skolu, a tiez na internetovej stranke klub.trojsten.sk.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2014/2015 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ......... ... Déatum narodenia: ......... ... ...
SKOLA: et Trieda: ...,
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ... .
Adresa dOIOV: ... e .
Adresa pre postu (domov — interndt — SKkola): ... . . .
Tel. domov: ... ..o mobil(vIastng): . ...
I s

Pozor! Podmienkou posielania koreSspondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2014/2015

Kategéria ALFA

Uloha &.1: (k < 1) )
Veronika si z kanastového balicka vybrala 13 kariet. Tychto 13 kariet splna nasledujice podmienky:
e 7 kazdej farby je tam aspon jedna karta,
o 7 kazdej farby je tam odliSny pocet kariet,
e srdcovych a karovych kariet je spolu 5,
o srdcovych a pikovych kariet je spolu 6,

e vo Veronikinej obltibenej farbe st presne 2 karty.

Aké je Veronikina obliben4 farba?

Uloha ¢&.2: (k < 2)

Linda si na papier narysovala trojuholnik U PG s obsahom 40 cm?. Na strany UP a UG postupne nakreslila body
O a J tak, aby boli priamky OJ a G'P rovnobezné a aby bol obsah trojuholnika UJO presne 10 cm?. Nakoniec si
na strane G P vyznadila bod E. Vedeli by ste zistit obsah trojuholnika OJE? Ak ano, tak aky je?

Uloha ¢&.3: (k < 3)

Betka nevedela v lete kvoli teplu zaspat, a tak sa pred spanim hrala velmi zdbavnd hru. Vzala si dve nie nutne
rozne cifry a a b, obe vsak rézne od nuly. Potom z nich vytvorila ¢islo s cifernym zapisom ababab. Ak bolo toto
cislo delitelné ¢islom 481, tak dvojicu a, b nazvala okuzlujicou. Ked sa Betka rano zobudila, za ten svet si nevedela
spomenut na to, ktoré dvojice cifier boli oktzlujice, a ktoré nie. Zlepsite jej den a zistite to za nu.

Uloha ¢.4: (k < 4)

Katka si raz polozila nasledujicu filozofickt otazku: pre ktoré prirodzené ¢isla n existuje taky n-uholnik, ze kazda
jeho strana je rovnobezné s nejakou inou jeho stranou. Zahrajte sa na Platéna a sktuste jej odpovedat.

Uloha &. 5: (k<7)
Ceruzkovy obrdzok Cisel k a l je takyto obrazok.
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Oznacme CO(k,1) pocet bodiek v ceruzkovom obrézku ¢isel k a I, napriklad CO(14,5) = 60. Nech n je prirodzené
¢islo, potom ceruzkovy pér ¢isla n je taky par prirodzenych ¢&isiel k, 1, kde k > 1 > 1, ze n = CO(k, ).

a) Kolko ceruzkovych pérov existuje pre ¢isla 2, 8 a 157

b) Kolko ceruzkovych parov existuje pre ¢islo 20147

Uloha ¢. 6:

Cez leto bol Hago na vylete v Saudskej Arabii a stretol tam zhovorcivého Sultana.

Ten mu povedal: ,, Ak ndhodne vyberieme dve moje deti, je rovnako pravdepodobné, Ze budu rovnakého pohlavia
a rézneho pohlavia.®

»A aka je Sanca, Ze budid obe dievcata?“ opytal sa ho nedockavo Hago.

»Rovnaka, ako sanca, Ze jedno ndhodne vybraté dieta bude chlapec,* odvetil Sultén.

Kolko chlapcov a kolko dievéat mal Sultan?

Uloha ¢&.7:
Dominik si do roviny nakreslil bod D. Potom si tam narysoval polpriamky p a ¢ zvierajice pravy uhol a obe
vychadzajice z bodu D (takze pri bode D mame pravy uhol). Nasledne uvazoval vSetky také polkruznice, ktoré
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celé lezia dnu v pravom uhle, maja fixny polomer 5 cm a ich dva krajné body lezia postupne na polpriamkach p
a ¢. N4jdite mnozinu bodov, ktord vyplnia body tychto polkruznic.!

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Miso sa hré na Spidermana a vyrobil si doma pavucinu. T4 pozostava z 3" kamienkov, kde n je prirodzené ¢islo,
pricom kazda dvojica kamienkov je spojend prave jednou nitkou. Za chvilu sa vratia Misovi rodicia, a tak potrebuje
pavuéinu rozpliest. Rozpletda ju nasledovnym spdsobom: vyberie si trojicu kamienkov, medzi ktorymi st zatial
vSetky tri nitky, a tieto tri nitky odstrani. Dokézte, ze takymto spésobom vie postupne z pavuciny odobrat vsetky
nitky.

Uloha ¢&.9:

Hopko sa bol v lete potdpat a na dne koralového ttesu nasiel stvorec. Chvilu sa s nim hral, a potom si zaviedol
nézvoslovie.

ObdlZnik nazval vystrihovaci, ak sa d4 vyrobit zo $tvorca pomocou strihania a preusporiadania kiskov.? Racionélne
&islo nazval vystrihovacie, ak existuje vystrihovaci obdlznik, ktorého pomer stran sa rovna tomuto raciondlnemu
c¢islu. Najdite vSetky vystrihovacie racionalne ¢isla.

Uloha ¢&. 10:
Vodka mé rad jednotky v bindrnych zapisoch. Zaviedol znacenie V(n), ktoré uddva pocet jednotiek v bindrnom
zépise prirodzeného &isla n. Prirodzené ¢éislo n je pekné, ak V(n) deli n.

a) Dokézte, ze neexistuje pética po sebe idicich peknych prirodzenych ¢isel.

b) Dokéazte, Ze existuje nekonecne vela trojic po sebe idtcich peknych prirodzenych ¢isel.

Odporucand literatira

Nielen zac¢inajicim riesitelom odporicame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metédy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dal3ej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢ informécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na adrese kms . sk/forum
a mozete na nom coskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobliibenejsom alebo najmenej obli-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Termin odoslania rieSeni: 6. oktéber 2014 (pre zahranicie 3. oktéber 2014)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk

1Body polkruznice st iba body na jej obvode.
2Kisky sa nesmu prekryvat, musia sa pouzit vietky a moézeme ich nastrihat iba kone¢ne vela.
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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2014/2015

Kategéria ALFA

Uloha &.1: (k < 1)

Stanka nasla na povale 27 réznych neparnych prirodzenych ¢isel. Navyse boli vSetky mensie nez sto. Dokazte, ze
medzi nimi vieme urcite najst také dve rozne ¢isla, ktorych stucet je 102. Ako by to bolo, keby Stanka nasla iba 26
réznych neparnych ¢isel mensich nez sto?

Uloha &.2: (k < 2)
Vieme vyplnit stvorceky v mriezke 7 x 7 ¢islami 1 a —1 tak, aby bol stcin ¢isel v kazdom riadku 1 a v kazdom
stlpci —17 Vieme to isté spravit v Stvorci 8 x 87

Uloha &.3: (k < 3)

Jefo nasiel v skrini starozitny lichobeznik ABC D so zdkladtiami AB a C'D. Priese¢nik jeho uhlopriecok bol oznac¢eny
X . Zachovalo sa o fiom niekolko informécii. Dizka strany AB je Sest centimetrov, obsah trojuholnika CDX je jeden
centimeter Stvorcovy a vzdialenost bodu X od priamky AB je tri centimetre. Pomdzte Jefovi zahrat sa na historika
a zistite obsah tohto lichobeznika.

Uloha ¢&.4: (k < 4)

Vodkovi sa zunovalo hrat sa s hrackami, a tak sa zacal hrat s ¢islami. Rozhodol sa najst vSetky také dvojice kladnych
celych &isel (a,b), Ze ¢islo a® + b deli &islo a?® + 2b. Vedeli by ste ich najst aj vy?

Uloha &.5: (k < 7)

MiSo mé z papiera zlepeny model pravidelného Stvorstena. Rozhodnite, ¢ méZeme model rozrezat pozdlz troch
tseciek tak, aby ho potom bolo mozné rozvinit do roviny a vznikol pritom obdlznik. Existuju pre pravidelny
Stvorsten dva uvazované spdsoby rozrezania, pri ktorych vznikni nezhodné obdféniky?

Uloha ¢&. 6:
Linda si z roztopase napisala vyraz

15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.

Teraz by domho chcela doplnit zatvorky?® tak, aby dostala ¢o najmensie prirodzené ¢islo.* Ako to m4 spravit a aké
¢islo dostane?

Uloha ¢&.7:
Dominika omylom vymkol vratnik cez noc v skole, a tak si na tabulu napisal vyraz

20142 4 20157 + 2016% + - - - + n?,

kde n je prirodzené cislo vicsie nez 2014. Ukazte, Ze existuje také n, pre ktoré dokazeme vymenou niektorych
znamienok + za znamienko — zmenit hodnotu vyrazu na tabuli na 2014.

Kategéria BETA
Ulohy c¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢.8:

Veronika sa vo volnych chvilach zahrdva s geometriou. T4 na nu uvrhla nasledujtci problém a zakliala ju az do
doby, kym ho niekto nevyriesi.

Diagonaly AC a BD tetivového stvoruholnika® ABCD sa pretinaji v bode P. Bod O je stred opisanej kruznice
ABP a H je prieseénik vysok trojuholnika C'DP. Odklajte Veroniku a dokézte, ze body H, P a O lezia na jednej
priamke.

Uloha &.9:
Hopko si z Ameriky objednal sachovnicu s rozmermi 7 x 7 a zacal ju dlazdit, hned ako ju dostal. K dispozicii mal
dva typy dlazdi¢iek: S-ko zlozené zo styroch dlazdiciek a L-ko zlozené z troch dlazdiciek.

3Zatvorky sa nedaji dopliiat medzi cifry jedného &sla, vzdy musia byt pred alebo za islom.
4Pri Gasti bez zatvoriek delime vzdy zlava, napriklad 12: 6 : 2 = 1.
5Tetivovy stvoruholnik je taky, ktorému sa d4 opisat kruznica.
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Dokazte, ze ak chce Hopko takymito dlazdickami kompletne vydl4zdit celd Sachovnicu (bez prekryvov a bez kiiskov
vy¢nievajtcich zo Sachovnice), tak musi pouzit préve jednu S-kova dlazdicku.

Uloha ¢. 10:

Hago mé na papieri nakreslené tri kruznice, ktoré maju rézne velkosti, ziadne dve sa nepretinaji ani nedotykaju
a ziadna z nich nelezi v inej. Tieto kruznice vSak nemaji nakreslené svoje stredy. Hago by ich velmi rdd nasiel,
no mé k dispozicii iba ceruzku® a euklidovské pravitko.” Vedeli by ste len pomocou tjchto dvoch néstrojov najst
stredy vsetkych troch kruznic? Na papieri mu navyse ostali dve rovnobezky z predoslého prikladu.

Odporucand literatira

Nielen zacinajicim riesitelom odporicame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metédy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dal3ej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢ informécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na adrese kms . sk/forum
a mozete na nom coskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobliibenejsom alebo najmenej obli-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Termin odoslania rieSeni: 3. november 2014 (pre zahranicie 31. oktéber 2014)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk

6Ceruzkou moézme zaznadit prieseéniky, pripadne si vyznacit ndhodny bod na nejakom ttvare — priamke, kruznici,...
"Euklidovské pravitko dokdze rysovat priamky spajajice dva rézne body a overovat kolinedrnost bodov, viac na http://en.
wikipedia.org/wiki/Straightedge.



