Korespondenc¢ny matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do ruk tvodny letdk zimnej ¢asti 35. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
stutaz organizovand ob¢ianskym zdruzenim Trojsten na péde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskoldkov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zrucnosti a skisenosti ziskané pri rieseni tohto seminéra, pripadne pri
casti na zdvereénom sustredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a zaCinajucim Studentom je uréend kategoria ALFA, pre starsich a skuisenejsich je kategoria BETA. Kazdy moze,
samozrejme v ramci svojich moznosti, riesit obidve kategorie. Podrobnejsie informécie o jednotlivych kategéridch
najdete v pravidlach. Pre tych, ¢o majui vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urceny semi-
nar iKS (Medzindrodny koreSponden¢ny semindr), ktory organizuju vedici KMS v spolupréci s ¢eskymi kolegami
z Matematického koresponden¢niho seminare. Tento semindr mé velmi Specificky ciel, ktorym je priprava studentov
na CK MO-A a aj na Medzindrodnii matematicki olympiddu. Ak méate akékolvek otézky alebo pripomienky, smelo
nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedend pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam zelaja
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Pozor, pravidla sa od minulého roc¢nika zmenili.

Vseobecné informacie o koreSpondenc¢nom matematickom seminari

Sutaz sa skladd z dvoch nezéavislych casti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci skolského polroka.
Na konci kazdej casti budd najispesnejsi riesitelia pozvani na zaverecné sustredenie. Kazda cast pozostava z troch
sérii 1loh. Zadania prvych dvoch sérii mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori ndm posla prihlasku.
Ulohy budi obodované poétom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za iastkové & netplné rieSenia. Za
kazd sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najvicsim bodovym ziskom.

Kategorie ALFA a BETA

Na to, aby si vedel, ktoré priklady mozes riesit, potrebujes poznat svoj koeficient k. Tento koeficient si mozes
vypocitat ako kK = r 4+ u + ¢, kde ¢islo 7 je tvoj roc¢nik, ¢islo u je pocet tvojich tspesnych semestrov a ¢islo ¢ je
pocet tvojich tcasti na celostatnom kole matematickej olympiady. Semester povazuj za tispesny, ak sa ti pocas neho
podarilo ziskat pozvanku na stustredenie KMS, alebo si sa ho zicastnil ako ndhradnik.

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezicastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient x je najviac 3.

Kategériu BETA moZu rieSit vSetci (aj zahraniéni) Studenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tloh 8, 9 alebo 10.

Kategéria ALFA
Pre riesitelov kategérie ALFA st uréené priklady 1-7. Ulohu &slo 1 mézu sttazne riesit len Studenti s x < 1 a tlohu
¢islo 2 len Studenti s k < 2. Ostatné dlohy (3-7) moézu riesit vSetci rieSitelia kategérie ALFA.

Ziaci zakladnjch §kél nebudii na ststredenie pozvani.
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Kategéria BETA

Pre riesitelov kategérie BETA st uréené priklady 4-10. Ulohu é&slo 4 mézu sttazne riesit len Studenti s k < 4
a ulohu ¢islo 5 len studenti s k < 7. Ostatné tlohy (6-10) mo6zu riesit vsetci rieSitelia kategérie BETA.

Pozyvanie na sistredenia

Po zimnej ¢asti sa uskutocnia dve ststredenia pre najispesnejsich riesitelov oboch kategérii ALFA a BETA. Na
kazdé z nich bude pozvanych aspon 30 najlepsich riesitelov prislusnej kategérie. Ostatni rieSitelia mozu byt pozvani
ako ndhradnici.

Po letnej casti sa uskutocni jedno sistredenie spolo¢né pre obe kategérie. Z kazdej kategérie bude na stistredenie
pozvanych aspon 15 najuspesnejsich riesitelov. Ostatni riesitelia mo6zu byt pozvani ako nahradnici.

Pokyny pre riesitelov

o Priklady ries samostatne. RieSenie kazdej tlohy riadne zdévodni. V pripade, ze v casti ¢i celom rieseni
pouzivas odbornt literatiru, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj
v tomto pripade zasli kompletné rieSenie. Za riesenie vyuzivajice vypoctovu techniku spravidla nedostanes
vela bodov.

« Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z tizemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihnit do uvedeného zahraniéného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je peciatka
na obalke) spdsobujit znaéné organizacné problémy, vyhradzujeme si preto préavo udelit nula bodov za vSetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za riesenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek rieSenie odovzdané organizatorom osobne.

e Riesenie kazdého prikladu pis na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj riesenia v angli¢tine a ¢eStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dovodov nebudi opravované riesenia pisané v inych jazykoch.

¢ Opravené, obodované a okomentované riesenia spolu so vzorovymi rieSeniami a pripadnou dalsou korespon-
denciou Ti mo6zu byt zasielané domov, do skoly alebo na ind adresu. Svoju volbu vyznac¢ v navratke. V pripade,
ak chces korespondenciu posielat inde ako do skoly, je potrebné zaslat ndm s ndvratkou aj tri obélky (najlepsie
formatu A5) s vypisanou adresou (zndmky nie st potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.
e Pokial mas dojem, ze tvoje riesenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj origindl sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach c¢okolvek jasné, alebo m&s akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nas.
Idealny spésob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na znamu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFT UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieseni

Presny navod na ich odovzdavanie najdes po prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieSeni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto ¢ase uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych riesitelov.

o Akceptované si iba riesenia vo forméate pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzit TEX, pripadne export do formétu
pdf z inych aplikacii.

o Na stranke kms.sk/eriesenia je mozné (po prihldseni) vyplnit elektronickda prihlasku. Nebudes ju tak
musiet zasielat pisomne. Je vSak potrebné (v pripade posielania koreSpondencie inde ako do Skoly) zaslat ndm
obalky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz buda spéat posielat klasickym spésobom.
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Prednasky
Riesitelom z celého Slovenska odporicame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskuto¢ni v Bratislave dna 9. no-
vembra 2013 (po Fyzikdlnom N&boji). Blizsie informécie ndjdete v pozvanke, ktori coskoro zasleme vadm alebo na
vasu skolu, a tiez na internetovej stranke klub.trojsten.sk.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2013/2014 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ......... ... Déatum narodenia: ......... ... ...
SKOLA: et Trieda: ...,
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ... .
Adresa dOIOV: ... e .
Adresa pre postu (domov — interndt — SKkola): ... . . .
Tel. domov: ... ..o mobil(vIastng): . ...
I s

Pozor! Podmienkou posielania koreSspondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2013/2014

Zoznamte sa s Montym Walshom. Tento nebojacny kovboj je uz dlhé roky postrachom vsetkych zloduchov divokého
zapadu. Stretavame ho v momente, ked sa vybral zo svojej chatrée nakupit zasoby do nedalekého mestecka Oakville.

Kategéria ALFA

Uloha ¢&. 1: (k <1)

Monty sa vybral na ndkup do miestneho salénu. Mal so sebou zasobu vsetkych moznych minci, ktoré sa na divokom
zdpade pouzivaji. Mince na divokom zdpade maji hodnoty — 1c, 2¢, 5¢, 10c, 20c, 50c, 18, 28. Monty zistil, Ze nech
sa akokolvek snazil, tak cenu ndkupu nevedel zaplatit presne Styrmi (nie nutne réznymi) mincami. Kolko najmenej
mohol stat Montyho nakup, ak viete, ze stal aspon 5 centov a Monty mal pri sebe desat kusov z kazdého druhu
minci?

Uloha &. 2: (k <2)

Po nékupe isiel Monty do indidnskej osady kmetiu Goniometrov pozriet svojho kamaréta Sinetua. Uzemie, na
ktorom osada lezi, ma tvar rovnoramenného trojuholnika ABC so zékladiou AB a ramenami AC a BC. NavySe
na strane BC' sa nachddza totem T a na strane AC' je zapichnuty kol K tak, ze priamka T'K je kolm4 na stranu
AC. Taktiez plati, ze vzdialenost od kola K po totem T je rovnakd ako vzdialenost od totemu T po vrchol B.
Vedeli by ste len na zédklade tychto informaécii zistit velkost uhla K BA?

Uloha &.3: (k < 3)

Ked Monty dorazil do osady, ostal zarazeny ako kél do zeme. Celd osada bola totiz ludoprizdna. Az po chvili hla-
dania nasiel cely kmen zbehnuty okolo samana. Ten sa totiz rozhodol vzdelavat sikmenovcov svojskym sposobom.
Zakopal fajku mieru (dolezity predmet pri diplomatickych aj volnoc¢asovych aktivitdch indidnov) a je ochotny ju
vratit, az ked vyrieSia nasledujtci hlavolam. Maju néjst vsetky také péatciferné ¢isla s cifernym zépisom abede, pre
ktoré plati, ze ich zvySok po deleni 2 je a, zvySok po deleni 3 je b, zvysok po deleni 4 je ¢, zvysok po deleni 5 je d
a zvySok po deleni 6 je e. Pomdzte indidnom najst vsetky takéto cisla.

Uloha ¢&.4: (k < 4)

Od samana sa Monty spolu so Sinetuom vybrali za miestnym geometrom Rysuetom. Ten mal v piesku pred sebou
vyznacené dva rozne body A a B. Snazil sa najst bod C tak, aby body A, B a C tvorili pravouhly trojuholnik
s pravym uhlom pri vrchole A. M4 k dispozicii kruzidlo, do ktorého vie nabrat vzdialenost medzi Tubovolnymi dvoma
bodmi a narysovat kruznicu s nabranym polomerom a zvolenym stredom. Niekde vSak stratil svoje pravitko, a tak
nevie rysovat rovné Ciary. Pomézte mu najst bod C len s pomocou jeho kruzidla a vasho umu.

Uloha &.5: (k < 7)

Potom, ¢o Monty so Sinetuom pomohli Rysuetovi, vybrali sa pozriet kamaratku Parabollu. T4 prave usila indidnsku
deku skladajicu sa z 24 malych Stvorcov (pozri Obr. 1). Niektoré z tychto Stvoréekov chce vyfarbit Specidlnou
indidnskou farbou. Miestny Saman ju vSak varoval: musi to urobit tak, aby nevznikla Ziadna trojica vyfarbenych
Stvorcekov iducich za sebou v diagondlnom smere (pozri Obr. 2), inak by mohla privolat zlych duchov. Kolko
najviac stvoréekov moéze byt vyfarbenych?

L

Obr. 1 Obr. 2

Uloha ¢. 6:

Po navsteve indidanskej osady sa Monty vratil spit do Oakvillu. Thned si vSimol, ze z miestnej banky stipa kidol
¢ierneho dymu. Serif, ktory uz bol na mieste ¢inu, oboznamil Montyho s tym, Ze sa jedna o bankovii lipez. Banditi
ukradli z trezoru dve vrecia so zlatymi tehlickami. V prvom vreci bolo a tehli¢iek a v druhom vreci b tehlic¢iek.
Navyse si bankar, vasnivy poctar, zapamaéatal, ze ¢islo a + 11b je delitelné ¢islom 13, a ze ¢islo a + 13b je delitelné
¢islom 11. Lupez ho vSak natolko zaskocila, ze zabudol na to, kolko tehli¢iek bolo v jednotlivych vreciach. Zaujimalo
by ho, aky najmensi lup si mohli banditi odniest. Pomé6zte mu a zistite, aki najmensiu hodnotu méze nadobtudat
sucet a + b, ak viete, ze ¢isla a a b st kladné, celé a spiﬁajﬁ vztah, ktory si zapamaétal bankar.
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Uloha ¢.7:

Serif nechal v okradnutej banke svojho zastupcu a vydal sa s Montym na prechiadzku po meste. Toho po chvili
rozhovoru zaujal novy Serifov odznak. Na rozdiel od klasickych hviezdicovych odznakov mal tento odznak tvar
patuholnika ABC DE. Navyse mal niekolko zaujimavych vlastnosti. Strany AB a EA mali rovnaku dlzku, uhly pri
vrcholoch B a F boli pravé a zvysné tri strany BC, CD a DFE mali tiez rovnakia dizku (ale nie nutne rovnaku ako
strany AB a EA). Dokézte, Ze pre odznak s takymito vlastnostami plati, Ze vzdialenost od vrchola A k vrcholu B
je rovnaka, ako vzdialenost od vrchola A k priese¢niku priamok BD a CE.

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Monty so Serifom isli do salénu na pivo. Pri vedlajSom stole si vsimli starého Harryho, ako hra sim pexeso. Pexeso
sa hra nasledovne. Harry najskor rozlozi na stol 2n karti¢iek pexesa otofenych obrdzkom dole.! V kazdom tahu
hrac¢ postupne otoc¢i dve karticky. Ak st rovnaké, zoberie si ich. Ak si rdzne, oto¢i ich naspat. Harry sa snazil
pozbierat vsetky karticky na ¢o najmenej fahov. Kolko najmenej tahov potrebuje Harry, ktory ma mimo iného
perfektni pamét, na to, aby pozbieral vsetky karticky, nech je pexeso na zaciatku rozlozené akokolvek?

Uloha ¢.9:

Zo saléna sa Monty so Serifom vydali spat do nedavno vykradnutej banky. Tam préave serifov zastupca za pomoci
bankéara dokreslil skicu tvare jedného z banditov podielajiceho sa na kradezi. Monty z obrazku ihned rozpoznal
Krivozubého Tonyho, séfa bandy Drzohubych. Bola to uz ich tretia lipeZ za posledny mesiac, a tak sa Monty
rozhodol, ze skusi tychto nebezpecénych krimindlnikov dostat za mreze. Ihned sa vybral do miestnych stajni po
svojho kora. Tam si vSimol zaujimavi hru jedného z kovbojov. Na velkej kruhovej ohrade mal vyznacené tri rozne
body A, B a C. Dnu do ohrady si na zem nakreslil bod X. Prieseéniky priamok BX a C'X s ohradou rézne od
B a C si oznadil postupne K a L. Prieseéniky priamky LK s priamkami AB a C'A si oznadil postupne F a F.
Nakoniec si zistil, ¢i sa kruznice opisané trojuholnikom AFK a AEL dotykaju. Ak sa dotykali, tak miesto, kde
lezal bod X, vyfarbil ¢ervenou farbou. Potom zmazal vsetky body okrem bodov A, B a C, zvolil si novy vnutorny
bod ohrady a pustil sa do hry znova. Monty sa zamyslel nad tym, ktoré body vnutra ohrady by boli vyfarbené na
Cerveno, ak by si kovboj za bod X postupne zvolil vSetky vniutorné body ohrady. Pomé6zte Montymu zodpovedat
jeho otazku.

Uloha ¢.10:

Pred odchodom sa eSte Monty zastavil v svojej chatréi na kraji mesta, aby si zbalil veci na cestu. Nasiel skoro
vsetko Co potreboval, no nenasiel ziadny zo svojich oblibenych polynémov. Pre kazdy z Montyho oblibenych
polynémov p(x) = ag+ayx +-- -+ a,z" plati, Ze koeficient a,, je nenulovy a n je aspoi jedna. Dalej plati, Ze vietky
koeficienty ag, a1, ...,a, st raciondlne ¢isla, a ze p(v/2 + v/3) = 0. Posledné, ¢o vieme o polynéme p(zx) je to,
Ze je najmensieho mozného stupna (t.j. n je najmensie mozné). Najdite aspon jeden Montyho obltibeny polyném.
Nezabudnite dokézat, Ze je najmensieho mozného stupna.

Odportucand literatira

Nielen zac¢inajicim riesitelom odportacame prestudovat si nasledujice knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklendrikova, Z.: Metody rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢i informaécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na adrese kms . sk/forum
a moézete na nom coskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobliibenejsom alebo najmenej obli-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Termin odoslania rieSeni: 7. oktéber 2013 (pre zahranicie 4. oktéber 2013)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms. sk

1Na kazdom pexese je prave jeden obrazok. Obrazkov je n a kazdy z nich je prave na dvoch pexesach.
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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2013/2014

Kovboj Monty Walsh sedel na svojom tatosovi a uhanal po sirych planach. Boli to uz tri dni odkedy opustil Oakville
a vydal sa po stope bankového lupic¢a Krivozubého Tonyho a jeho bandy Drzohubych. Aj ked bolo meno Montyho
Walsha medzi krimindlnikmi dobre zname, jeho tvar bola skoro vSetkym neznama. Preto sa rozhodol, Ze sa zahra
na zaporaka a infiltruje sa medzi Drzohubych. Vymyslel si krycie meno Walty Mash a pustil sa do roboty.

Kategéria ALFA

Uloha &.1: (k < 1)

Drzohubych je na divokom zépade kopa a nie vsSetci sa poznaju. Preto na identifikaciu pouzivaju tajny symbol.
Montymu sa z roznych zdrojov podarilo ziskat utrzkové udaje o tomto symbole. Dozvedel sa, ze symbolom je
trojuholnik ABC, ktory ma vrcholy oznacené v tomto poradi proti smeru hodinovych ruédiciek. Dalej zistil, ze
velkost uhla pri vrchole B je 20°, a ze strana BC meria 5 centimetrov. Ako posledné zistil, Ze kruznica opisand
tomuto trojuholniku mé polomer 3 centimetre. Pomoézte Montymu a skonstruujte tento trojuholnik. Zaroven tuto
konstrukciu aj popiste. Nezabudnite najst vsetky riesenia a zdovodnit, Ze iné neexistuju.

Uloha &.2: (k < 2)

S tajnym symbolom vo vrecku sa Monty vybral priamo k tdborisku Krivozubého Tonyho a niekolkych dalsich
Drzohubych. Ukézal im papier so symbolom a ihned ho vzali medzi seba. Sedeli okolo $vajciarskej cokolady, ktora
nedavno ultpili a rozmyslali, ako si ju rozdelit. Cokoldda mala tvar $tvorca a tvorilo ju 6 x 6 mensich tabli¢iek.
Cheeli ju rozdelit na devit kuskov tak, aby delili len pozdiz tabli¢iek a aby im ni¢ neostalo. NavySe mé mat kazdy
z tychto kiskov tvar obdiznika (aj Stvorec je obdiinik). Banditi sa snazili rozdelit ¢okoladu podla tychto pravidiel
tak, aby bol kazdy kisok iného tvaru.2 Monty sa na chvilku zamyslel, a potom prehlésil, Ze to nie je mozné. Vedeli
by ste aj vy dokazaft, ze sa vzdy najdu aspon dva rovnaké kusky?

Uloha ¢&.3: (k < 3)

Monty si svojou Sikovnostou rychlo ziskal priazen Drzohubych aj samotného Tonyho. O niekolko dni sa banditi
rozhodli prepadnit jeden z troch dostavnikov, ktoré putovali z Longcreeku do Smallvillu. Cast bandy sa vydala na
vyzvedy a vratili sa s tymito informaciami. V prvom dostavniku bolo p vriec doldrov, v druhom bolo p? + 2 vriec
dolérov a v tretom bolo p3 + 2 vriec dolarov. Navyse zvedi zistili, ze v prvom aj druhom dostavniku je prvociselny
pocet vriec. Banditi nechcti okradnttf dostavnik s prvociselnym poctom vriec, problémy s néslednym delenim lupu
by im za to urcite nestali. Pomo6zte Montymu dokazat, Zze pocet vriec v tretom dostavniku je tiez urcite prvocislo
a zabrante tak prepadu.

Uloha &.4: (k < 4)

Po nevydarenej lipezi sa Krivozuby Tony nejakd dobu rozcéuloval, no ¢asom z neho hnev vyprchal. Rozhodol sa, ze
si zlepsi naladu tym, ze potrapi Waltyho hlavu. Dal mu nasledovni tlohu. Na svojom tele mé n jaziev. Toto ¢islo
n je dvojciferné a navyse &islo n® — n je delitelné ¢islom 100. Montyho tloha je zistit, kolko jaziev moéze mat Tony.
Zistite aj vy, ktoré ¢isla n vyhovuji zadaniu. Nezabudnite prist na vSetky riesenia.

Uloha &.5: (k < 7)

Jedného vecera Drzohubi vybrali vrece plné najvzacnejsich lupov. Chvilu sa v nom prehrabovali, a potom vytiahli
vzacnost, ktori uz davno ulupili Divokozdpadskej matematickej spoloc¢nosti. Bol to vSeobecny rovnobeznik. Navyse
bol nad kazdou zo Styroch stran rovnobeznika vztydeny Stvorec (smerom von z rovnobeznika). Banditi si uz ddvno
vsimli, ze stredy tychto Stvorcov tvorili opat stvorec, nech bol rovnobeznik vseobecny ako len chcel. Zaujimalo by
ich vSak, preco to tak je. Pomozte Montymu zaposobit na Drzohubych a dokézte, ze stredy sStyroch stvorcov vzdy
tvoria Stvorec.

Uloha ¢. 6:

Netrvalo dlho a Montymu zacali vSetci v bande doverovat. A tak mu povedali ich velky plan. Chystali sa vylapit
obrovsku galériu v New Orleans. Tato galéria ma tvar konvexného n-uholnika. V galérii st velmi vzacne obrazy,
pricom kazdy mé velkost jediného bodu. Obrazy do galérie umiestiiovali nasledovne. Zobrali si jeden z vrcholov
n-uholnika a postupne vztycili kolmice na vSetky priamky urcené stranami n-uholnika nesusednymi s vybranym
vrcholom. Ak niektord z piat tychto kolmic padla priamo na stranu n-uhonika, tak na to miesto dali obraz (mohol
to byt aj krajny bod strany). Tito procediru postupne aplikovali na vSetky vrcholy galérie. Mdze sa teoreticky
stat, Ze v tejto galérii nie su Zziadne obrazy (t.j., Ze vSetky péty kolmic budi mimo stran n-uholnika)?

2kusky, ktoré sa lisia iba oto¢enim, povazujeme za rovnaké
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Uloha ¢.7:

Dalsie réno sa Monty potichu vyplizil zo spiaceho taboriska a vybral sa na dlhi cestu do New Orleans. Mal v plane
tam nastrazif pascu na Drzohubych a dostat ich za mreze. Rozhodol sa, ze sa cestou zastavi v indidnskej osade kmena
Geometrov a poprosi tam o pomoc svojho kamarédta Sinetua. Spolo¢ne uréite vymyslia ako banditov dolapif. Len ¢o
dorazil do osady, stretol miestneho geometra Rysueta, ktory sa opét pasoval s geometrickym problémom. Na zemi
mal nakreslend kruznicu k so stredom O. Dnu v kruhu vymedzenom kruZnicou k lezal bod A a mimo tohto kruhu
lezal bod B. Navyse platilo, ze body A, B a O nelezia na jednej priamke. Rysueto chcel najst vSetky priesecniky
priamky urcenej bodmi A a B a kruZnice k. Stile mal vsak zapatroSené svoje pravitko, a tak mal k dispozicii
iba kruzidlo. Do neho vie nabrat vzdialenost medzi lubovolnymi dvoma narysovanymi bodmi a nakreslif kruznicu
s nabranym polomerom a fubovolnym stredom. Pomézte Rysuetovi najst vSetky priesec¢niky priamky AB a kruznice
k len za pomoci kruzidla a vasho umu. Nezabudnite, zZe bez pravitka neviete rysovat rovné ¢iary.

Kategéria BETA
Ulohy c¢islo 4, 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Rysueto podakoval Montymu za jeho pomoc a pokracoval vo svojom rysovani. Monty sa vybral pohladat Sinetua.
Nasiel ho ako s dalsimi indidnmi sedi pri okrihlom stole. Sedelo ich tam dokopy 1894. Sinetu mal v hrsti n minci.
Zvysni indidni mali hrste prazdne. Potom sa zacali hrat nasledovnii hru. V kazdom tahu si vybrali jedného indidna,
ktory mal v hrsti aspon dve mince. On potom jednu zo svojich minci posunul indidnovi po svojej Tavici a jednu
indianovi po svojej pravici a zvysné mince si nechal. Tym jeden tah skon¢il. Takto pokracovali az kym sa medzi nimi
nenachadzal ziaden, ktory by mal aspon dve mince. Vtedy hra skoncila a sli si zabafkat na fajke mieru. Dokézte, ze
ak n je rovné 1894, tak ich hra nikdy neskonci. Taktiez dokazte, ze ak n je mensie ako 1894, tak hra urcite niekedy
skonci.

Uloha ¢&.9:

Monty presveddil indianov, aby sa hru hrali iba s 1893 mincami, a tak sa uz po chvili mohol porozpravat so
Sinetuom. Podelil sa s nim o svoje zazitky a vylozil mu, ¢o ma v plane. Sinetu ihned suhlasil, Ze mu pomoéze
a odbehol sa zbalif. Monty isiel zatial pozrief miestneho Samana. Ten si Montyho a jeho bystri hlavu uz davno
oblibil, a tak mu rovno zadal jeho najnovsiu tlohu. Monty ma dokazat, ze pre kazdé prirodzené cislo n, vacsie ako
jedna, existuje n roznych prirodzenych ésel spliiajicich nasledovnd podmienku: pre lubovolné dve &sla a, b z tejto
n-tice plati, ze a — b deli a + b. Nebudte mrchozriti a dokézte to aj vy.

Uloha ¢&. 10:
Monty sa rozlicél so Samanom a spolu so Sinetuom sa vydal na dlhi pit do New Orleans. Na cestu si so sebou
chceli vziat vsetky funkcie f, ktoré si z redlnych ¢isel do redlnych a pre vsetky x,y € R plati nasledovny vztah:

ff(@+y)+ f(2) =4z + 2y f(z +y).

Pomoézte im a najdite vSetky takéto funkcie.

Odportucand literatira

Nielen zacinajicim riesitelom odportacame prestudovat si nasledujice knihy o rieseni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metédy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢i informaécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na adrese kms. sk/forum
a moézete na nom coskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobliibenejsom alebo najmenej obli-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Termin odoslania rieSeni: 4. november 2013 (pre zahranicie 1. november 2013)
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



