Korespondenény matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, ucitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostévate do rik tvodny letdk letnej ¢asti 34. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
stifaz organizovand obé¢ianskym zdruzenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredogkoldkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a skisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
casti na zdveretnom ststredeni, si velmi cennou devizou aj pri rieseni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a zaCinajucim Studentom je urcena kategoéria ALFA, pre starSich a skusenejsich je kategéria BETA. Kazdy moze,
samozrejme v rdmci svojich moznosti, riesit obidve kategérie. Podrobnejie informécie o jednotlivych kategdridch
nijdete v pravidlach. Pre tych, éo maji vyssie ambicie a chceli by uspief na celostdtnom kole MO-A je uréeny
novy semindr iKS (Medzindrodny korespondenény semindr), ktory organizuju vedici KMS v spolupréci s ¢eskymi
kolegami z Matematického korespondenéniho seminéie. Tento semindr mé velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava
studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodni matematicki olympiddu. Ak méte akékolvek otdzky alebo pripo-
mienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedent
pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam zZelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Vseobecné informacie o korespondenénom matematickom seminari

Sttaz sa sklada z dvoch nezdvislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v ramci §kolského polroka. Na
konci kazdej éasti budi najispesnejsi riesitelia pozvani na zavereéné stustredenie. Kazda ¢ast pozostéva z troch
sérii uloh. Zadania prvych dvoch sérii mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam poslu prihlasku.
Ulohy budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za ¢iastkové & netdplné rieSenia. Za
kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapoéita 5 tiloh s najvia¢ésim bodovym ziskom.

Kategéria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len studenti strednych §kol, ktori sa neziéastnili celostdtneho kola matematicke;
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si mézes vypoéitat ako k., = r + u, kde &slo r je tvoj roénik a &fslo u je poéet tvojich tispesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za Uspesny, ak sa ti poc¢as neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zt¢astnil ako ndhradnik.

Ulohu éfslo 1 mézu stifazne riesif len studenti s ko < 1 a dlohu &slo 2 len studenti s ko < 2. Ostatné tlohy (3-1)
mozu riesit vietci riesitelia kategérie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pif regiondlnych vysledkovych listin, a to pre regiény vychodné Sloven-
sko, stredné Slovensko, zdpadné Slovensko, Bratislava a zahranicie. Na zaverec¢né sustredenie bude zvycajne po-
zvanych 5 najuspesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, d'alsich aspoii 5 podla celkového bodového
zisku a najispesnejsi riesitelia Matematickej olympiddy. Dalsi riesitelia v poradi budd na sistredenie pozvani
ako nahradnici. Vitazi slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zdkladnych §kol
nebudi na sustredenie pozvani.
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Kategéria BETA

Kategériu BETA mozu riesif vsetci (aj zahraniéni) studenti strednych §kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posli aspon jednu z tloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢&islo o je stucet poctu tvojich ucasti na celostdtnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich uspesnych semestrov (polrokov) v kategdrii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na stistredenie KMS
kategorie BETA alebo si sa ho zucastnil ako nahradnik.

Ulohu &slo 5 mozu stifazne riesif len Studenti s ks = 0 a tlohu ¢islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné dlohy (7 —11)
mozu rieif vietci riesitelia.

V tejto kategérii sa bude zostavovat jedna spoloénd vysledkové listina. Na zdvereéné stistredenie bude pozvanych
aspon 30 najuspesnejsich riesitelov (z toho najviac 10 zahraniénych), dalsi v poradi budd pozvan{ ako ndhradnici.
Prvi piati budii odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami.

Spoloéné pre obe kategorie

e Priklady ries samostatne. RieSenie kazdej tlohy riadne zdévodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieSeni pouzivas
odborni literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoétovii techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujiica je peciatka
na obélke) sposobujii znaéné organiza¢né problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelif nula bodov za vetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek rieSenie odovzdané organizdtorom osobne.

e Riesenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a CeStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizaénych
dovodov nebudi opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

e Opravené, obodované a okomentované riesenia spolu so vzorovymi rieseniami a pripadnou d'alsou korespondenciou
Ti mozu byt zasielané domov, do §koly alebo na int adresu. Svoju volbu vyznaé v navratke. V pripade, ak
chces korespondenciu posielat inde ako do §koly, je potrebné zaslaf ndm s ndvratkou aj tri obdlky (najlepsie
formétu A5) s vypisanou adresou (zndmky nie si potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial m4s dojem, Ze tvoje rieenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomni staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo més akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.

Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFT UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieSeni

Presny navod na ich odovzdavanie najdes po prihldseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieSeni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vzdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto ¢ase uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahraniénych riesitelov.

e Akceptované st iba rieenia vo forméte pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzif TEX, pripadne export do formatu
pdf z inych aplikacii.

e Na strdnke kms.sk/eriesenia je mozné (po prihldseni) vyplnit elektronickd prihlasku. Nebudes ju tak
musief zasielat pisomne. Je viak potrebné (v pripade posielania korespondencie inde ako do §koly) zaslat
nam obélky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz budu spif posielat klasickym spdsobom.
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Naboj KMS
Aj v tomto gkolskom roku sa moézete tesif na tradiéni matematickd stitaz — Naboj KMS. Podrobnejsie informécie
néjdete onedlho na stranke kms.sk/naboj a budu tiez zaslané na vasu skolu.

Prednasky
Riesitelom z celého Slovenska odporté¢ame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskutoéni v Bratislave diia 10. no-
vembra 2012 (po Néboji FKS). Blizsie informdcie ndjdete v pozvanke, ktord ¢oskoro zasleme vam alebo na vasu
gkolu, a tiez na internetovej stranke www.fks.sk/klub.

Riesitelom z okolia Ziliny odporti¢ame navitivit Matematicky klub (MaK). Dalsie informacie moézete néjst na
stranke www.sezam. sk.

Prihldska do letnej ¢asti KMS 2012/2013 — poslat spolu s 1. sériou alebo vyplnit na kms.sk/eriesenia!

Meno a priezvisko: ...... ... Datum narodenia: ........ ...
1 0e)
TrIEda . .o e
Pocet tucasti na celostatnom kole MO: ........ ... .. ... ... ,z ktorych bolo ............. .o uspesnych
Adresa dOmOV: . ..o e
Adresa pre postu (domov — interndt — Skola): .......
Tel. domov: ... mobil (viastng): ...
S 0= P

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2012/2013
Kategéria ALFA

Uloha &.1:
Po ceste preslo dokopy 19 motoriek a dut. Keby preslo o §tyri autd menej, bolo by ich tolko ako dvojnasobok poctu
motoriek, ktoré presli. Kolko preslo po ceste dut a kolko motoriek?

Uloha &. 2:

1
AKk4 cifra je na 7000. mieste za desatinnou ¢iarkou v Cisle m?
Uloha ¢&. 3:
Uréte pocet vietkych trojcifernych éisel, ktoré si deviitnastkrat vicsie ako ich ciferny sicet.

Uloha ¢&. 4:
Turnaja vo futbale sa zticastnilo N druZstiev. Turnaj sa hral systémom kazdy s kazdym. Najviac kolko druZstiev
mohlo vyhrat aspon polovicu zdpasov, ak

a) N je nepdrne?

b) N je parne?

Uloha &. 5:

Alibabova Zena nasla v zbojnickej jaskyni vrece s diamantmi. Diamantov bolo vo vnttri n, pricom prvy z nich vazil
1 g, druhy 2 g, dalsi 3 g, ..., posledny n gramov. Alibaba chcel, aby si diamanty rozdelili na dve ¢asti, pricom
tieto dve Gasti maji mat rovnakd hmotnost. Pre aké n sa dé korist rozdelit?

Uloha ¢&. 6:
Snehulienka m4a obdlZnikovii zahradku s celo¢iselnymi rozmermi z a y. Rozhodla sa zvigsit si ju na rozmery x + 5
a y + 6. Tymto pocinom sa jej zadhradke trikrat zvicési obsah. Aké rozmery mohla zdhradka povodne mat?

Uloha &. T:

Cédecko ma, fébiu z redlnych éisel a, b, ¢, x, y. Jeho strach je sposobeny tym, Ze plati a®+ax+y = 0, b>+bx+y = 0,
3+ cx +y = 0 a navyse su &isla a, b, ¢ rézne. Upokoji sa, iba ak sa dozvie, ze sticet &isel a, b, ¢ je nula. Dokézte,
7e sa nemd, ¢oho bat.

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategoérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Nech ¢ je kladné racionélne ¢islo. Dietatom &isla ¢ nazvime éisla g + 1 a #. Potomkami ¢isla ¢ nazvime deti g a
deti vSetkych potomkov ¢. Ondro napisal na tabulu vietkych potomkov éisla 1. Dokézte, Ze kazdé kladné raciondlne

¢islo sa nachadza na tabuli prave raz.

Uloha ¢.9:

Edo si pod vankiSom schovava nekoneény stvorcekovy papier. Jednej noci ho navstivila zubna vila Stanka a za-
farbila kazdy stvorcek na tomto papieri jednou z jej piatich oblibenych farieb!'. Edo si rdno véimol, ze kazdy kriz
z piatich stvorcekov (ako na obrazku) obsahuje kazdd farbu prave raz. Vzépiti si uvedomil, Zze potom aj kazdy
obdlznik 5 x 1 mus{ obsahovat kazdd farbu préave raz. Preco je to tak?

Uloha ¢&.10:

Filip pisal na tabulu pod seba &isla. Prvé a druhé éislo bolo 1. Kazdé dalsie si vyratal séitanim dvoch predoslych a
pripoc¢itanim ¢isla 1. Prizerajici sa Matis sa zamyslel nad nasledujicou otazkou: aké su vSetky dvojice prirodzenych
¢isel (n,m) také, ze n-té ¢islo na tabuli je tvaru 2™ — 17

Leyklaménova, lososové, fuchsiovd, birkové modra, biela
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Uloha &.11:
Podmnozina prirodzenych ¢isel S sa nazyva céarovnd, ak pre kazdé dva rozne prvky i, j z tejto podmnoziny plati,
ze do mnoziny S patri aj ¢islo
1+
NSD(i, j)

Néjdite vietky éarovné mnoziny. Pozndmka: NSD(4, j) oznacuje najviicsieho spoloéného delitela éfsel i, j.

Odporicand literatira

Nielen zaéinajiicim riesitelom odporticame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metddy rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam d'alsej odporiéanej literatiry (aj pre pokroéilych riesitelov), éi informdcie o jej zapozican{ z nasej kniznice
néjdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Foérum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na adrese kms . sk/forum
a modzete na fiom hned po termine danej série za¢at diskutovat o vaSom najobliibenejsom alebo najmenej obltibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania riesen{ je 8. oktéber 2012 (pre zahranicie 5. oktéber 2012).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.
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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2012/2013
Kategéria ALFA

Uloha ¢. 1:
V trojuholniku ABC je |4 ACB| = 20°. Na strandch BC, C'A s body D, E umiestnené tak, ze [{ADB| = 50° a
|[XAEB| = 60°. Usecky AD a BE sa pretinaji v bode S. Zistite velkost uhla ASB.

Uloha &. 2:

Kolko najmenej zapaliek by vdm sta¢ilo k zostrojeniu predmetu, ktory vypada spredu (ndrysu), zboku (bokorysu)
aj zhora (podorysu) tak, ako je nakreslené na obrazku? Zapalky sa nesmi lamat. Nezabudnite zdovodnit, preco to
s menej zapalkami nejde.

Uloha ¢. 3:

Majme stvorec ABCD. Nad stranou CD zostrojme rovnostranny trojuholnik DCFE (bod E lez{ mimo §tvorca
ABCD). Nad jeho stranou CE zostrojme d’aldi rovnostranny trojuholnik ECF. Teraz zostrojme rovnoramenny
trojuholnik CGF s pravym uhlom pri vrchole F' (tak, aby sa posledné dva trojuholniky neprekryvali). Pokracujeme
rovnoramennym trojuholnikom CGH s pravym uhlom pri vrchole G. Lezia A, B a H na jednej priamke? Svoju
odpoved poriadne zdoévodnite.

Uloha ¢. 4:
V priestore je dand rovina a a bod A, ktory v nej nelezi. Zostrojte rovinu 8 rovnobeznu s rovinou « tak, aby v nej
lezal bod A. Pouzit moZete:

e kruzidlo — ak mu zadéte rovinu, bod v nej a polomer, tak zostroji kruznicu v danej rovine, so stredom
v danom bode a s danym polomerom,

e gulidlo — ak mu zadate bod a polomer, tak zostroji gulu so stredom v danom bode a s danym polomerom,
e pravitko — ak mu zadate dva body, tak zostroji priamku, ktord prechadza oboma danymi bodmi,

e rovnitko — ak mu zadate tri body, ktoré nelezia na jednej priamke, tak zostroji rovinu v ktorej lezia vSetky
tri dané body.

Postup musi mat koneény pocet krokov.

Uloha ¢&. 5:
Dokézte, ze v kazdom mnohostene existuji dve steny s rovnakym poctom hran.

Uloha &. 6:
Kolko najviac stien méze mat teleso, ktoré vznikne spojenfm dvoch §tvorstenov (§tvorsteny mézu cez seba prechadzat)?
Preéo ich nemoéze byt viac?

Uloha ¢&. 7:
Usecky AB a C'D maji dizku 1 a pretinaji sa v bode O. Uhol AOC m4, velkost 60°. Dokézte, ze |AC|+|BD| > 1.

Kategéria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 su rovnaké ako v kategoérii ALFA.

Uloha ¢. 8:

Méme konvexny stvoruholnik z papiera. Kedy sa d4 zlozit pekne? Pekne znamen4, Ze existuje bod vnitri §tvoruholnika,
do ktorého ked’ zlozime vrcholy, dostaneme novy stvoruholnik tvoreny préve dvoma vrstvami papiera a to po celej
jeho ploche.

Uloha ¢&.9:
V trojuholniku ABC plati |CA| = |CB|. Bod P lezi na opa¢nom obliku kruznice opisanej tomuto trojuholniku
ako bod C. Bod D je pétou kolmice z bodu C na priamku PB. Ukézte, ze |PA|+ |PB|=2-|PD|.
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Uloha &. 10:

Na strandch BC, CA, AB trojuholnika ABC st zvolené postupne body D, E, F tak, aby polomery kruznic
vpisanych trojuholnikom AEF, BFD, CDFE boli rovné ri. Polomery kruznic vpisanych trojuholnikom DEF a
ABC st postupne o a r. Dokazte, ze r1 + ro = 7.

Uloha &.11:
Kruznica vpisana trojuholniku ABC sa dotyka stréan BC, C A, AB postupne v bodoch A, By, Cj. Usetka KCy je
priemerom tejto kruznice a bod D je prieseénikom priamok B1C; a A; K. Dokdzte, ze |CD| = |CB].

Odporucand literatira

Nielen za&inajtcim riesitelom odpori¢ame prestudovat si nasledujiice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenérikova, Z.: Metdody rieSenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam d'alSej odpori¢anej literatiiry (aj pre pokro¢ilych riesitelov), ¢i informéacie o jej zapozicani z nasej kniznice
néijdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Specidlne k tejto sérii vam odporticéame precitat si aj text o poéitani uhlov, ktory najdete na adrese
http://kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf.

Foérum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néajdete ho na adrese kms . sk/forum
a modzete na fiom hned po termine danej série za¢at diskutovat o vaSom najobliibenejsom alebo najmenej obltibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje riesenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 5. november 2012 (pre zahranicie 2. november 2012).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynsk4 dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



