Koresponden¢ny matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostavate do ruk Gvodny letak letnej ¢asti 34. ro¢nika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
stutaz organizované obdianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskoldkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zrucnosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
ucasti na zavere¢nom ststredeni, s velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO). Mladsim
a za¢inajucim Studentom je ur¢end kategéria ALFA, pre starSich a sktisenejsich je kategéria BETA. Kazdy moze,
samozrejme v rdmci svojich moznosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych kategéridch
néjdete v pravidlach. Pre tych, ¢o maji vyssie ambicie a chceli by uspief na celo$tdtnom kole MO-A je urceny
novy semindr (KS (Medzindrodny koresponden¢ny semindr), ktory organizuju vedtici KMS v spolupréci s ¢eskymi
kolegami z Matematického korespondencniho seminaie. Tento seminar mé velmi Specificky ciel, ktorym je priprava
Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodni matematickt olympiddu. Informéacie o tomto novom semindri si
priloZené v samostatnom letdku. Ak mate akékolvek otézky alebo pripomienky, smelo nés kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedend pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam Zelaji
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spolo¢né pre kategérie ALFA a BETA

Sutaz sa skladd z dvoch nezévislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci skolského polroka. Na
konci kazdej Casti buda najuspesnejsi riesitelia pozvani na zdverecné ststredenie. Kazdéd cast pozostéva z troch
sérii uloh. Zadania prvych dvoch sérii mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam posla prihlasku.
Ulohy budti obodované poétom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za Giastkové ¢i netiplné rieSenia. Za
kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapoc¢ita 5 Giloh s najviésim bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategdériu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezudcastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si mozes vypocitat ako k, = r + u, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je podet tvojich ispesnych
semestrov (polrokov) pred za¢iatkom tohoto semestra. Semester povazuj za ispesny, ak sa ti po¢as neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho z(¢astnil ako ndhradnik.

Ulohu ¢islo 1 mozu sufazne riesit len studenti s ko < 1 a tlohu ¢&islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné tlohy 3-=-7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategérie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pif regiondlnych vysledkovych listin a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahrani¢ie. Na zavere¢né sustredenie bude zvycajne pozva-
nych 5 najuspesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalsich aspont 5 podla celkového bodového zisku
a najuspesnejsi riesitelia Matematickej olympiddy. Dalsi riesitelia v poradi budi na ststredenie pozvani ako nah-
radnici. Vitazi slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zédkladnjch §kél nebudt
na sustredenie pozvani.



KMS 2012/13 1. a 2. séria letnej Casti 2

Kategoria BETA

Kategériu BETA moZu riesit vSetci (aj zahraniéni) Studenti strednych 8kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tiloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je stucet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a po¢tu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich uspesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na sustredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho ztcastnil ako nahradnik.

Ulohu ¢islo 5 mdzu stitazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu ¢islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spoloéna vysledkova listina. Na zavereéné stustredenie bude pozvanych
aspoti 30 najuspesnejsich riesitelov (z toho najviac 10 zahrani¢ngch), dalsi v poradi buda pozvani ako nahradnici.
Prvi piati budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami.

Spolo¢né pre obe kategorie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej tilohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v ¢asti ¢i celom rieseni pouzivas
odbornt literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajuce vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas riesenia z izemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihnit do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je peciatka
na obélke) spdsobuji znacné organizacné problémy, vyhradzujeme si preto prévo udelit nula bodov za vSetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizétorom osobne.

e RieSenie kazdého prikladu pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a ¢eStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizaénych
dévodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

e Opravené, obodované a okomentované rieSenia spolu so vzorovymi rieSeniami a pripadnou dalSou korespon-
denciou Ti mézu byt zasielané domov, do $koly alebo na int1 adresu. Svoju volbu vyzna¢ v ndvratke. V pripade,
ak chces korespondenciu posielat inde ako do skoly, je potrebné zaslat nam s navratkou aj tri obalky (najlepsie
formatu Ab) s vypisanou adresou (zndmky nie st potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.
e Pokial més dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozif aj origindl sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach cokolvek jasné, alebo mdas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nds.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie riesSeni

Presny navod na ich odovzdavanie najdes po prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieseni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vZdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto ¢ase uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahraniénych riesitelov.

e Akceptované st iba rieSenia vo formate pdf. Pri ich tvorbe je idedlne pouzit TEX, pripadne export do forméatu
pdf z inych aplikécii.

e Na stranke kms.sk/eriesenia je mozné (po prihlaseni) vyplnit elektronicka prihlasku. Nebude$ ju tak
musiet zasielat pisomne. Je v8ak potrebné (v pripade posielania korespondencie inde ako do $koly) zaslat ndm
obalky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz buda spét posielat klasickym spdsobom.
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Néboj
Aj v tomto skolskom roku sa mozete tesit na tradiéni matematickt stutaz — Naboj, ktory je napldnovany na piatok
12. aprila 2013. Podrobnejsie informéacie najdete onedlho na stranke www.naboj.org a budu tiez zaslané na vasu
skolu.

Prednasky
Riegitelom z celého Slovenska odporiacame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskuto¢ni v Bratislave diia 13. aprila
2013 (po Néboji KMS). Blizsie informécie najdete v pozvéanke, ktort ¢oskoro zasleme vam alebo na vasu skolu,
a tiez na internetovej stranke klub.trojsten.sk.

Prihlagka do letnej ¢asti KMS 2012/2013 — poslat spolu s 1. sériou alebo vyplnit na kms.sk/eriesenia!

Meno a priezvisko: .......... o i Datum narodenia: ......... ...
) o) - T
30 T P
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ........... ... ..., ,zktorych bolo ........... ... ... ... uspesnych
Adresa dOOV: . ..ottt e
Adresa pre postu (domov — interndt — SKola): . ... ..o
Tel. domov: ............. ... ... mobil (vlastny): ... email: ...

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série letnej casti KMS 2012/2013
Kategoria ALFA

Uloha ¢&.1:
Najdite vSetky moznosti pre 21 po sebe iducich ¢isel, z ktorych je aspon 8 prvocisel.

Uloha &. 2:
N4&jdite prvocislo p, pre ktoré plati, ze 2013p + 1 je druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla.

Uloha &. 3:
Realne cisla a, b spiﬁajﬁ vztah a — b > 2. Dokazte, Ze a* + b* > 2.

Uloha ¢&. 4:
Z kazdého vrcholu konvexného mnohostena vychadzaja presne tri hrany, z ktorych aspon dve st rovnako dlhé.
Dokazte, ze dany mnohosten méa tri hrany rovnakej dlzky.

Uloha ¢&. 5:

Kubo s Mojom si zvyknu kratif ¢as nasledovnou hrou. Kubo hodi dvomi hracimi kockami, séita body, ktoré mu
na nich padli a tento stdet oznaci a. Ak je a vicsie ako devit, tak znovu hodi dvomi kockami a stdet bodov, ktoré
mu padli oznaci b. Ak a je mensie ako desaft, tak hodi dvanaststenom a pocet bodov, ktoré mu padli oznaci b. Svoje
vysledné skdre vypocita ako stcet a + b. Mojo na zadiatku hodi dvanéststenom (ma dvanast stien, na ktorych st
¢isla od jeden do dvanést) a pocéet bodov, ktoré mu padli oznaéi a. ZvySok jeho hry je rovnaky ako Kubov. Vyhrava
ten, koho vysledné skére je vicsie!. Rozhodnite, kto z nich vyhrava Castejsie. Svoje rozhodnutie zddvodnite.

Uloha ¢&. 6:
Dominik Zlty mal vypoéitat priklad X - Y/Z, kde X je dvojciferné ¢islo, Y je trojciferné ¢islo a Z trojciferné
¢islo s éislicou 2 na mieste jednotiek. Vysledkom prikladu malo byt prirodzené ¢islo. Dominik ale prehliadol bodku

Dominik podéitat?

Uloha ¢&.7:
Dokazte, ze pre kazdé iracionalne ¢islo a existuju iracionélne ¢isla b, ¢ také, ze Cisla a+b a ac st racionalne, a zaroven
Cisla a + ¢ a ab st iracionélne.

Kategoria BETA
Ulohy ¢éislo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Vieme ulozit ¢isla 1 az 100 do $tvoréekovej siete 10 x 10 tak, aby v Tubovolnom T-¢ku, zlozenom zo $tyroch policok,
bol stcet ¢isel parny? T-¢ko moze byt aj otocené.

Uloha &.9:
Mame kladné celé &isla a, b. Posledn4 cifra vyrazu a? + ab + b? je 0. Ukazte, Ze aj predposledna cifra musi byt 0.

Uloha ¢&.10:
Kuna, ako iste viete, je svetozndma Sportovkytia, ktora sa preslavila hlavne poskakovanim po ¢islach. Najnovsie
trénuje svoje zostavy poskakovania na spartakiddu. Spravna zostava musi spliiat:

e kuna na zaciatku zostavy sedi na racionalnom cisle,
e ak sa nachadza na ¢isle a, tak nabudice sko¢i na ¢islo 2a? — 1,
e aspon raz sa objavi na ¢isle, na ktorom uz pocas zostavy bola.

Aké zostavy méa kuna v repertodri?

1Ak maju rovnaké vysledné skére, tak je remiza a nevyhrava ani jeden.
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Uloha ¢.11:

Edo si vyznagcil na tabuli k réznych bodov. O k vieme, Ze je to prirodzené ¢islo, ktoré je rovné nanajvys 2013. Edo
si z geometrie pamiita, Ze lubovolné dva rézne body uréuji priamku. Kolko roznych priamok moze urcovat Edova
mnozina bodov?

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajticim riesitelom odporucame prestudovat si nasledujtice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Met6dy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalsej odporicanej literatury (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢ informaécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na adrese kms . sk/forum
a moZete na 1iom hned po termine danej série zac¢at diskutovat o vasom najoblibenejSom alebo najmenej obltibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnjch rieSitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 25. februar 2013 (pre zahraniéie 22. februar 2013).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.
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Zadania 2. série letnej casti KMS 2012/2013
Kategoria ALFA

Uloha ¢&.1:
Marek nakreslil n-uholnik, ktory sa d4 jednou priamkou rozdelit na osem mensich utvarov. Aké najmensie mohlo
byt n? Nezabudnite zdovodnit, Ze pre mensie n sa to ned4 rozdelit.

Uloha ¢&.2:
Trojuholnik ABC mé strany s dlzkami a, b, c. Ozna¢me polovicu obvodu tohto trojuholnika ako s. Dokazte nerovnost

2¢/(s=b)(s—¢) <a.

Uloha ¢&. 3:
Body P a @ lezia na najdlhsej strane AB trojuholnika ABC' tak, Ze |AQ| = |AC| a |BP| = |BC|. Dokézte, Ze
stred kruznice opisanej trojuholniku C' PQ je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku ABC.

Uloha ¢&. 4:

Betka napiekla kola¢ v tvare rovnostranného kriza (ako na obrazku). Andrej jej povedal, Ze ho dokéze rozrezat
dvomi rovnymi rezmi a rozrezané kusky presunif tak, Ze kold¢ dostane tvar Stvorca. Betka nevie ako to spravit.
Poradte jej.

Uloha &. 5:

Do ,dvojrozmernej studne“ s vodorovnym dnom a zvislymi stenami vzdialenymi od seba 3 metre sme hodili dve
rovné palice dlzok 4 a 5 metrov, ktoré sa ustélili v pozicii zaznacenej na obrazku. Ako vysoko od dna lezi bod,
v ktorom sa tieto palice ,pretinaju“?

Uloha ¢&. 6:
Je mozné niekolkymi priamkami rozdelit konvexny sedemnéstuholnik na Strnast trojuholnikov?

Uloha &.7:

Méame dany trojuholnik ABC. Body M a N lezia postupne na osiach uhlov pri vrcholoch C' a B, pri¢om plati
|<SBMC| = |q4BNC| =90°. Dokézte, ze priamka M N pretina strany AB a AC' v bodoch dotyku vpisanej kruznice
trojuhonika ABC.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Bod O je stred kruZnice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC'. KruZnica k opisana trojuholniku BCO pretina
priamky AB, AC postupne v bodoch D, E (r6znych od B,C). Usecka OG je priemerom kruznice k. Dokézte, ze
ADGE je rovnobeznik.
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Uloha ¢&.9:

Kruznice k; a ko sa pretinaja v bodoch X, Y. Kruznica k sa zvnitra dotyka kruznic k1, k2 postupne v bodoch P, Q.
Usecka XY pretina k v bodoch M, N. Polpriamky PM a PN pretinaja ki postupne v bodoch A a D, polpriamky
QM a QN pretinajt ky postupne v bodoch B a C. Dokézte, ze |AB| = |CD|.

Uloha ¢.10:

Maéame dané styri body A, B, C, D. Lubovolné dve kruZnice také, Ze jedna prechddza bodmi A, B a druhd prechidza
bodmi C, D, sa pretinaju. Ak sa tieto kruZnice pretinaju prave v dvoch bodoch, oznaéime tieto body E a F.
Dokazte, ze existuje bod G taky, aby pre vSetky mozné dvojice bodov F a F' lezia body E, F, G na priamke.

Uloha ¢&.11:

Mame dantt priamku p a na nej tri body T, U, V. Najdite mnozinu vSetkych moznych stredov vpisanej kruznice
trojuholnika ABC' takého, ze body A, B lezia na priamke p a body T,U,V st postupne priesecniky priamky p
s faznicou, vyskou a osou uhla trojuholnika ABC.

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajticim riesitelom odporucame prestudovat si nasledujtce knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporicanej literatiry (aj pre pokrocilych riesitelov), ¢ informécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Speciélne k tejto sérii vaAm odportidame preéitat si aj text o pocitani uhlov, ktorj najdete na adrese
http://kms.sk/ mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Nédjdete ho na adrese kms . sk/forum
a moZete na nom hned po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobltibenejSom alebo najmenej oblibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 3. april 2013 (pre zahranicie 3. april 2013).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



