Korespondenény matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, uéitelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostévate do ruk tivodny letdk letnej ¢asti 33. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
sutaz organizovand ob¢ianskym zdruZenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredogkoldkov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zrucnosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
ucasti na zdverecnom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympidady (MO). Mladsim
a zacinajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starsich a skiisenejSich je kategéria BETA. Kazdy moze,
samozrejme v ramci svojich moZnosti, riesit obidve kategérie. Podrobnejsie informécie o jednotlivych kategdridch
najdete v pravidlach. Pre tych, ¢o maji vysSie ambicie a chceli by uspief na celostdtnom kole MO-A je urceny
novy seminar iKS (Medzindrodny koreSpondenény semindr), ktory organizujt vedici KMS v spolupréci s éeskymi
kolegami z Matematického korespondenéniho seminafe. Tento seminar mé velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava
studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodni matematicki olympiddu. Ak mate akékolvek otdzky alebo pripo-
mienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedenu
pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaji
vasi organizdtori

Pravidla KMS

VsSeobecné informécie o koreSpondenénom matematickom seminari

Sufaz sa skladd z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v rdmci skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti buditi najispesnejsi rieSitelia pozvani na zdvereéné sustredenie. Kazd4 cast pozostava z troch
sérii tloh. Zadania prvych dvoch sérii mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam posla prihlasku.
Ulohy budii obodované poétom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za ¢iastkové ¢ netiplné riesenia. Za
kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapoéita 5 tloh s najvicsim bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu rieSit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematicke;
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si mozes vypocitat ako k., = r + u, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a &islo u je podet tvojich tispesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za tGspesny, ak sa ti poc¢as neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zi¢astnil ako ndhradnik.

Ulohu é&islo 1 moézu sttazne riesit len studenti s k, < 1 a tlohu ¢islo 2 len Studenti s k, < 2. Ostatné alohy (3 — 7)
mozu rieSit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pif regionalnych vysledkovych listin, a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahranicie. Na zavere¢né sustredenie bude zvycajne pozva-
nych 5 najuspesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalgich aspoii 5 podla celkového bodového zisku
a najuspesnejsi riesitelia Matematickej olympiady. Dalsi riesitelia v poradi budd na ststredenie pozvani ako nah-
radnici. Vitazi slovenskjch regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zékladnjch §kol nebudi
na sustredenie pozvani.
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Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahrani¢ni) Studenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je stcet poétu tvojich ucasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ugs je pocet
tvojich tispesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na ststredenie KMS
kategérie BETA alebo si sa ho zacastnil ako nahradnik.

Ulohu &fslo 5 mdzu sttazne riesit len Studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len $tudenti s kg < 2. Ostatné tilohy (7 — 11)
mozu riesit vietci riesitelia.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zaverecéné sistredenie bude pozvanych
asponl 30 najuspesnejsich riesitelov (z toho najviac 10 zahrani¢nych), dalsi v poradi buda pozvani ako néhradnici.
Prvi piati budit odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami.

Spolo¢éné pre obe kategérie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej tilohy riadne zd6vodni. V pripade, Ze v ¢asti ¢i celom rieseni pouzivas
odbornt literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné riesenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihntif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujuca je peciatka
na obalke) spdsobuji znaéné organizaéné problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelit nula bodov za vsetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizdtorom osobne.

e RieSenie kazdého prikladu pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a ¢eStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizaénych
dovodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

e Opravené, obodované a okomentované rieSenia spolu so vzorovymi rieSeniami a pripadnou dalsou korespon-
denciou Ti mézu byt zasielané domov, do $koly alebo na int1 adresu. Svoju volbu vyzna¢ v ndvratke. V pripade,
ak chces korespondenciu posielat inde ako do skoly, je potrebné zaslat ndm s navratkou aj tri obalky (najlepsie
forméatu A5) s vypisanou adresou (zndmky nie si potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial m4s dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnii staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného rieSenia.

e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybmnosti, netreba sa bat spytat sa nés.

Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms.sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieseni

Presny névod na ich odovzdavanie najdes po prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieSeni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vZdy v den terminu odoslania série o 17:00. Po tomto ¢ase uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahraniénych riesSitelov.

e Akceptované st iba rieSenia vo formate pdf. Pri ich tvorbe je idealne pouzit TEX, pripadne export do forméatu
pdf z inych aplikacii.

e Na stranke kms.sk/eriesenia je moZné (po prihlaseni) vyplnit elektronicka prihlasku. Nebudes ju tak
musiet zasielat pisomne. Je vSak potrebné (v pripade posielania korespondencie inde ako do $koly) zaslat ndm
obalky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz budu spét posielat klasickym spdsobom.
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Néboj KMS
Aj v tomto skolskom roku sa mozete tesit na tradicn(i matematicku sttaz — Naboj KMS, ktory je naplanovany na
piatok 23. marca 2012. Podrobnejsie informacie nidjdete onedlho na stranke kms.sk/naboj a budu tiez zaslané na
vasu skolu.

Prednasky
Riesitelom z celého Slovenska odporti¢ame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskuto¢ni v Bratislave diia 24. marca
2012 (po Néaboji KMS). Blizsie informécie najdete v pozvanke, ktort ¢oskoro zasleme vam alebo na vasu skolu,
a tiez na internetovej stranke www.fks.sk/klub.

Riesitelom z okolia Ziliny odporti¢ame navstivit Matematicky klub (MaK). DalSie informicie moZete najst na
stranke www.sezam. sk.

Prihlagka do letnej ¢asti KMS 2011/2012 — poslat spolu s 1. sériou alebo vyplnit na kms.sk/eriesenia!

Meno a priezvisko: .........c i Datum narodenia: ...ttt
)20 T
55 T PP
Pocet ucasti na celostatnom kole MO: ........ ... .. .. ....... ,z ktorych bolo ..................... ... uspesnych
Adresa dOmOV: . ..ot e e
Adresa pre postu (domov — interndt — Skola): .......o o
Tel. domov: . ..oovei mobil (viastng): ...
NI L

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série letnej ¢asti KMS 2011/2012
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Gyro Vynélezca kopiruje v poéitacéi n rovnako velkjch siborov. Poéita¢ mu zobrazuje dva progress bary!. Horny
ukazuje, kolko percent zo vSetkych déat je uz skopirovanych. Spodny ukazuje, kolko percent z prave kopirovaného
stboru je uz skopirovanych. Na zaciatku st oba progress bary na 0%. Kolkokrat sa pocas celého kopirovania stane,
7e budi oba progress bary ukazovat rovnako vela percent a na kolkych percentach to bude?

Uloha ¢&.2:
Snehulienka si mysli prvoéislo p > 7. Trpaslici tvrdia, ze p? — 1 je delitelné ¢islom 24. Dokazte, Ze maji pravdu.

Uloha ¢&. 3:
Vlk slabil Cervenej Ciapocke, Ze ju nezozerie, ak dokéze, ze pre fubovolné dve realne &isla a a b plati

(a2 + b2)3 > (a3 + b3)2 .
Zachrénte Cerventi Ciapocku a dokazte ttito nerovnost.

Uloha ¢&. 4:
Morské panna hré na plazi hru, ktorej cielom je prepisat M I na MU. Na zaciatku hry mé v piesku napisané slovo
M. So slovom, ktoré je napisane v piesku, potom moze robit nasledujiice tikony:

i) ak sa slovo kon¢i na I, modze na koniec pridat U,

ii) ak st v slove tri I za sebou, modze ich nahradit za U,

)
)

iii) slovo Mz, kde x je akdkolvek postupnost pismen, méze nahradit za Mzz,
)

iv) dve U za sebou mdZe zmazat.

Je mozné, aby po kone¢nom pocte tkkonov ostalo v piesku napisané MU? Ak ano, ako? Ak nie, vysvetlite preco.

Uloha ¢. 5:
Nech z, y, z, a, b, ¢ st redlne Cisla a zaroven a, b, ¢ st nenulové. Dalej nech

x z
A 2 at+bte=1 a a?+b*+cF=1.
a b ¢

Dokazte, ze xy + yz + zx = 0.

Uloha ¢&. 6:

Popolvar najvicsi na svete sa opif raz hrd sdém v humne na sene. M4 mriezku velkosti 2 X n a ¢isla 1, 2, ..., 2n.

Kolkymi sposobmi moze vyplnit mriezku ¢islami tak, aby kazdé &islo k, okrem 1 a 2n, susedilo jednou stranou
s k — 1 a dalSou stranou s k + 17 Na jedno policko mriezky ide jedno éislo.

Uloha ¢.7:

Okolo taboraka sa posadilo 2011 dievéat a 2012 chlapcov. Kazdt hodinu sa medzi dvoch Iudi rovnakého pohlavia
posadilo dievéa, medzi dvoch ludi rézneho pohlavia sa posadil chlapec a pdvodné osadenstvo tdbordka sa iSlo hraf
do lesa, takze okolo tabordka bolo vzdy prave 4023 Iudi. Dokéazte, Zze po koneénom poéte hodin nemdzu zostat okolo
taboraka samé dievcata.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
O prirodzenom ¢isle? n vieme, Ze ¢isla 2n 4+ 1 a 3n + 1 st Stvorcami celych &isel. Mdze byt potom &islo 5n + 3
prvocislom?

lindikator, ktory ukazuje, kolko percent siiboru je skopirovaného
2Nulu nepovazujeme za prirodzené éislo.
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Uloha ¢&.9:
Hago méa doma kocku s dlzkou hrany 3, ktora je rozdelena na 27 rovnakjch maljch kociek s dlzkami hran 1. Hago
kazdé z ¢isel 1,2,...,27 priradil prave jednej malej kocke. Potom spocital stucet tychto cisel pre kazdu trojicu

kociek leziacich na jednej priamke rovnobeznej s nejakou hranou kocky. Takto dostal 27 stctov. Zistite, kolko
najviac z tychto stétov moze byt neparnych.

Uloha ¢&.10:

CéDecka prestalo bavit skdkat po nekoneénej Sachovnici kotiom, ktory chodi klasicky do tvaru pismena L. Preto si
vymyslel (a,b)-kotia, ktory skice o a poli¢ok jednym smerom, o b poli¢ok druhym smerom a postavil ho na svoju
nekonedna Sachovnicu. Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla a a b sa jeho (a,b)-kon vie dostat na vedlajsie policko,
susediace stranou so za¢iato¢nym polickom, na menej ako a + b tahov.

Uloha ¢&.11:

Petrzlen je guvernérom statu, kde medzi kazdymi dvoma mestami existuje priame cestné spojenie, bez krizovatiek
s inymi cestami. V State je n miest a plati sa myto v cene z;; za pouzitie cesty medzi mestami ¢ a j. Cesta medzi
dvoma mestami je oboma smermi rovnako draha. Okruznou cestou nazveme postupnost n ciest prechadzajucich
cez kazdé mesto prave raz. Petrzlen chce byt spravodlivy, a preto nariadil zdkon, ktory kazdej okruznej ceste urcuje
v sucte rovnaka cenu. Dokazte, ze potom existuju ¢isla aq,as,...,a, a by, ba,..., b, také, ze pre kazdé i, j plati
Tij = Q4 + bj.

Odportcand literatira

Nielen za¢inajicim riesitelom odportiéame prestudovat si nasledujtce knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metdédy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalsej odporicanej literatury (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢ informacie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Nédjdete ho na adrese kms . sk/forum
a moZete na nom coskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobltbenejSom alebo najmenej obl-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 5. marec 2012 (pre zahranicie 2. marec 2012).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.
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Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2011/2012
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Mario dostal na Vianoce $pecidlnu omalovanku. Sklada sa z lichobeznika ABCD?, v ktorom je M stred strany
AD a |CD| = %|AB|. Jeho strodenci mu vSak pocarbali trojuholnik M BD ruzovou farbou. Vypoéitajte, aka ¢ast
lichobeznika tvori ruzova plocha.

Uloha ¢&. 2:

Ked sa Mojo hral s jedlom, nasiel v omécke ostrouhly trojuholnik FU.J. Hned si vSimol, Ze ked si oznaci Y pétu
vysky z bodu J na stranu FU a S stred strany UJ, tak tsecka Y.S je rovnobezné so stranou F'J. Pomozte mu
dokézat, ze trojuholnik FUJ je rovnoramenny.

Uloha ¢&. 3:

Veronika mé v zdhrade asponi tri krtince. Tieto krtince maju zaujimavi vlastnost: Existuje také realne ¢islo r, ze
v kazdej trojici krtincov st aspoil dva krtince vzdialené od seba najviac r. Dokazte, Ze Veronika moze vyznacit na
zemi dva kruhy s polomerom r tak, Ze ich zjednotenie bude obsahovat vSetky krtince.*

Uloha ¢&. 4:

Lindu v noci vystragil trojuholnik ABC' so 60 stupniovym uhlom pri vrchole A. Hned, ako sa spamétala, oznacila
si M priese¢nik priamky AC a osi strany AB. Potom si oznacila N prieseénik priamky AB a osi strany AC. Lindu
trojubolnik prestane strasit, az ked dokaze, ze |BC| = |M N|. Pomozte jej s tym.

Uloha ¢&. 5:
Kruznica je rozdelena na $tyri obluky. Dokazte, Ze ked spojime kazda dvojicu stredov danych oblikov tuseckou,
urcite vznikne aspoinl jedna dvojica navzajom kolmych tseciek.

Uloha ¢&. 6:
Vnttri konvexného mnohouholnika® je bod P, z ktorého vedieme kolmicu na kazda priamku uréent nejakou jeho
stranou. Dokézte, ze aspon jedna z piat tychto kolmic lezi na obvode daného mnohouholnika.

Uloha &.7:
Zostrojte stvorec ABCD, ked méate dany jeho vrchol A a vzdialenosti jeho vrcholov B a D od daného bodu E.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

KruZnice k a [ lezia v rovnakej polrovine vzhladom na priamku p, ktorej sa navySe dotykaju v bodoch A a B.
KruZnica m sa dotyka zvonka kruZnic k a [ v bodoch X a Y. Dokéazte, Ze body A, B, X a Y leZia na spoloc¢nej
kruznici.

Uloha ¢&.9:

Majme stvoruholnik vpisany do kruznice, ktorého osi dvoch réznych vnutornych uhlov st rovnobezné. Dokazte, ze
potom stcet Stvorcov dlzok niektorgch jeho dvoch stran je rovny stcétu $tvorcov dizok jeho zvysngch dvoch stran.

Uloha ¢&.10:

Nech ABC je trojuholnik s opisanou kruznicou k£ a uhlami «, 3,y postupne pri vrcholoch A, B a C. Ozna¢me bod
D leziaci v opa¢nej polrovine od bodu C' vzhladom na priamku AB, pre ktory | DAB| = a/2 a |[<DBA| = /2.
Rovnakym spdsobom oznac¢ime body E a F pre strany BC a C'A. Ukazte, ze ak bodom C hybeme po obluku AB
kruznice k (obsahujacom bod C), tak sa velkost uhla EDF nemeni.

Uloha ¢&.11:
Ortocentrum® ostrouhlého trojuholnika ABC si oznaé¢me H. Dotyénice ku kruznici nad priemerom BC' prechidza-
juace bodom A sa dotykaju danej kruznice v bodoch P a Q. Dokazte, ze body P, Q a H lezia na jednej priamke.

3 Ako to standardne byva, zakladiiami lichobeznika ABC D st strany AB a CD.

4Krtince chapeme ako body.

5Konvexny mnohouholnik je taky mnohouholnik, ktorého velkosti vietkych vnttornych uhlov st mensie ako 180°.
60rtocentrom nazyvame prieseénik vysok trojuholnika.
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Odportcand literatira

Nielen za¢inajicim riesitelom odportiéame prestudovat si nasledujice knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tuloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odportcanej literatiry (aj pre pokrodilych riesitelov), ¢ informdcie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Specialne k tejto sérii vam odporticame preéitat si aj text o poéitani uhlov, ktory najdete na adrese
http://kms.sk/ “mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf.

Forum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. N4jdete ho na adrese kms . sk/forum
a moZzete na nom c¢oskoro po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobltibenejSom alebo najmenej obli-
benom priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 2. april 2012 (pre zahrani¢ie 30. marec 2012).

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



