Koresponden¢ny matematicky seminar
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsSenci!

Dostévate do ruk tivodny letdk letnej ¢asti 32. roénika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
stutaz organizovand ob¢ianskym zdruZenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zrucnosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
ucasti na zdverecnom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiady (MO). Mladsim
a zacinajucim Studentom je urcend kategoéria ALFA, pre starSich a skusenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maju vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urcend kategéria GAMA. Této kategdria ma
velmi Specificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzinarodni matematicki olympiadu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moznosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informaécie o jednotlivych
kategdridch najdete v pravidlach. Ak méate akékolvek otdzky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom
na adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedentu pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaja
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spoloéné pre kategérie ALFA a BETA

Sutaz sa skladd z dvoch nezévislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazda z nich prebieha v ramci skolského polroka. Na
konci kazdej casti buda najuspesnejsi rieSitelia pozvani na zdverecné sustredenie. Jedna cast pozostéva z troch sérif
tloh. Zadania prvjch dvoch sérii méate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam posla prihlasku. Ulohy
budt obodované poé¢tom bodov od 0 po 9. Body sa pritom udeluji aj za ¢iastkové ¢i netplné rieSenia. Za kazda
sériu sa riesitelovi do poradia zapoc¢ita 5 tiloh s najvicsim bodovym ziskom.

Kategoria ALFA
Pozor, v pravidlach tejto kategérie st zmeny.

Kategériu ALFA mozu rieSit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematicke;
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si mozes vypocitat ako k, = r + u, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je podet tvojich ispesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za Gspesny, ak sa ti poc¢as neho podarilo
ziskat pozvanku na stustredenie KMS, alebo si sa ho zGcastnil ako ndhradnik.

Ulohu éislo 1 moézu stitazne riesit len studenti s k, < 1 a tilohu ¢islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné alohy (3 — 7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategérii sa bude zostavovat piit regionalnych vysledkovych listin a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahrani¢ie. Na zdverecné sustredenie bude zvycajne pozva-
nych 5 najuspesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalgich aspoii 5 podla celkového bodového zisku
a najuspesnejsi riesitelia Matematickej olympiady. Dalsi riesitelia v poradi budid na ststredenie pozvani ako nah-
radnici. Vitazi slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zakladnjch §kol nebudi
na sustredenie pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA moZu riesit vSetci (aj zahraniéni) Studenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tloh 8, 9, 10 alebo 11.
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Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je stcet poctu tvojich ucasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a po¢tu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich tispesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na ststredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho zucastnil ako ndhradnik.

Ulohu &fslo 5 mdzu sttazne riesit len Studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len $tudenti s kg < 2. Ostatné tilohy (7 — 11)
mozu riesit vietci riesitelia.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zévereéné sustredenie bude pozvanych
aspoii 30 najuspesnejsich riesitelov (z toho najviac 10 zahrani¢ngch), dalsi v poradi buda pozvani ako ndhradnici.
Prvi piati budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami.

Kategoria GAMA

Stufaz prebieha celoroéne a pozostava zo Siestich sérii tloh. Zadania prvej a druhej série st v tomto letdku, dalsie
posleme tym, ktori ndm posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budi obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne rieSenie
ostatnych tloh sa d4 ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokdzat vseobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto Gloh, moze za dand tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.

Do vysledkovej listiny sa pocitaju vSetky tilohy. Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budii odmeneni
hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Spoloéné pre vsetky kategorie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej tlohy riadne zd6vodni. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieseni pouzivas
odbornt literatiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade za$li kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posiela$ rieSenia z izemia mimo Slovenskej republiky, treba to
stihntf do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je peciatka
na obélke) spdsobuji znacné organizacné problémy, vyhradzujeme si preto pravo udelit nula bodov za vSetky
rieSenia odoslané po termine.

e Za rieSenie odoslané po termine sa povazuje aj akékolvek riesenie odovzdané organizdtorom osobne.

e V kategdrii GAMA treba priklady 10 a 11 odoslat do terminu odoslania kategérie BETA. Ostatné priklady
kategérie GAMA maja termin zvycajne o par dni neskor.

e RieSenie kazdého prikladu pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a ¢eStine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizaénych
dévodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch.

e Opravené, obodované a okomentované riesenia spolu so vzorovymi rieSeniami a pripadnou dalSou korespon-
denciou Ti mozu byt zasielané domov, do $koly alebo na int adresu. Svoju volbu vyznaé¢ v navratke. V pripade,
ak chees$ korespondenciu posielat inde ako do $koly, je potrebné zaslat ndm s névratkou aj tri obalky (najlepsie
formatu Ab) s vypisanou adresou (zndmky nie st potrebné).

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial m4s dojem, Ze tvoje riesenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnii staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.
e Ak ti nie je v zadaniach cokolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nds.

Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na zndmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Elektronické posielanie rieseni

Presny navod na ich odovzdavanie najdes po prihlaseni na stranke kms.sk/eriesenia. Pre elektronické posielanie
rieseni platia nasledovné pravidla.

e Termin na odovzdanie je vzdy v deni terminu odoslania série o 17:00. Po tomto case uz elektronické posielanie
nie je mozné. Tento jednotny termin sa tyka aj zahrani¢nych rieSitelov. Termin na odovzdanie kategdrie
GAMA je v den terminu odoslania tejto kategdrie v rovnaky cas.

e Akceptované st iba rieSenia vo formate pdf. Pri ich tvorbe je idealne pouzit TEX, pripadne export do forméatu
pdf z inych aplikacii.

e Na strdnke kms.sk/eriesenia je moZné (po prihldseni) vyplnit elektronicka prihlasku. Nebudes ju tak
musiet zasielat pisomne. Je v8ak potrebné (v pripade posielania koreSpondencie inde ako do $koly) zaslat ndm
obéalky ako doteraz. Opravené priklady sa Ti totiz buda spit posielat klasickym spdsobom.
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Néaboj KMS
Aj v tomto semestri sa mozete tesit na tradiéni matematicka sataz — Ndboj KMS, ktory je naplanovany na piatok
8. aprila 2011. Podrobnejsie informacie néjdete onedlho na stranke kms.sk/naboj a budu tiez zaslané na vasu
skolu.

Prednéasky
Riegitelom z celého Slovenska odportcame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskutoéni v Bratislave diia 9. aprila
2011 (po Néaboji KMS). Blizsie informdcie ndjdete v pozvanke, ktortt ¢oskoro zasleme vam alebo na vasu skolu,
a tieZ na internetovej stranke www.fks.sk/klub.

Riesitelom z okolia Ziliny odporti¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory mé skoro kazd poslednii sobotu
v mesiaci stretnutie v budove Fakulty riadenia a informatiky ZU na Velkom Dieli v Ziline v éase 9°° — 14%°, Okrem
dvoch zaujimavych prednasok si mate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Najblizsi MaK sa kond 26. marca 2011,
na dalSie sa mozete tesit v mesiacoch april a m4j. Blizsie informécie najdete na stranke www.sezam. sk.

Prihlagka do letnej ¢asti KMS 2010/2011 — poslat spolu s 1. sériou alebo vyplnit na kms.sk/eriesenia!

Meno a priezvisko: . ... Datum narodenia: ......... ...
) o) - T
30 T P
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ........ ... ... .. ..., ,zktorych bolo ........... ... ... ... uspesnych

Adresa dOOV: ..ot
Adresa pre postu (domov — Interndt — SKola): . ... ...
Tel. domov: ............. ... ... mobil (vlastny): ... email: ...

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 3 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série letnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
N4jdite vetky kladné celo¢iselné nasobky ¢isla 6, ktoré maji préve 6 kladnych delitelov (vratane ¢isla 1 a samotného
¢isla). Nezabudnite dokézat, Ze ste ich nasli naozaj vSetky.

Uloha ¢&. 2:

Plan mesta Koctrkovo je zndzorneny na obrazku a). Mesto mé 6 krizovatiek a 12 ciest. Starosta mesta nariadil
zjednodusit preméavku tym, Ze sa z kaZdej cesty stane jednosmernd. Zaroveii mé poziadavku, aby sa z fubovolnej
krizovatky dalo dostat do Iubovolnej inej pouZitim najviac dvoch ciest. Je takéto nariadenie mozné v Koctrkove
uskutocnit? Je takéto nariadenie mozné uskutoénit v dedine Mackovce, ktorej plan je na obrazku b)? Mackovce
maju 8 krizovatiek a 16 ciest medzi nimi.

a) b)

Uloha é&. 3:
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n sa v desiatkovom zapise aspon jedného z Cisel n a 3n vyskytuje cifra 1, 2
alebo 9.

Uloha ¢&. 4:

Prvych 6 ¢lenov postupnosti st ¢isla 0,1,2,3,4,5 v tomto poradi. Kazdy dalsi ¢len postupnosti je posledna cifra
suctu predchadzajucich $iestich ¢lenov (siedmy ¢len postupnosti je teda 5, dsmy ¢len je 0, a tak dalej). Moze sa
v tejto postupnosti vyskytovat pitf po sebe idtcich éisel 1,3,5,7,97

Uloha ¢&. 5:

Ciselnym trojuholnikom nazveme ttvar zloZeny z prirodzenych ¢&isel, ktory mé tvar trojuholnika. V prvom riadku
¢iselného trojuholnika je n Eisel, kde n je prirodzené &islo. Toto ¢islo n je zaroven dlzkou strany &iselného trojuhol-
nika. Ciselny trojuhonik so stranou n méa n riadkov, pricom v i-tom riadku je n — i+ 1 ¢sel. Cisla v dvoch po sebe
iddcich riadkoch 4 a i + 1 st umiestnené tak, ze pod kazdou dvojicou ¢isel v i-tom riadku je ¢islo v (i + 1)-vom
riadku. Ciselny trojuholnik voldme podivng, ak plati:

e (isla, ktoré ho tvoria, st navzajom rézne prirodzené ¢isla,

e pod kazdou dvojicou susednych ¢isel v riadku ¢ je ¢islo v riadku i 4 1, ktoré je podielom vicSieho a mensieho
¢isla z danej dvojice. Toto plati pre vietky 1 < i < n, kde n je dlzka strany ¢iselného trojuholnika.

Napriklad ¢iselny trojuholnik na nasledujicom obrazku je podivny.

2184 7
4 12

Najvicsie ¢islo v podivnom é&iselnom trojuholniku nazveme tzasné. Najdite ¢iselny trojuholnik s dizkou strany
4, ktorého tizasné ¢islo je ¢o najmensie. Dokazte, Ze neexistuje ¢iselny trojuholnik s dizkou strany 4 a s mensim
uzasnym cislom, ako ste nasli.

Uloha ¢. 6:

Pre realne ¢isla a, b, ¢ plati (a + b + c¢)c < 0. Dokazte, Ze potom mé rovnica ax? + bz + ¢ = 0 dve rozne redlne
rieSenia.

Pomécka: staci dokazat, ze b® > 4ac.

Uloha &.7:

Misa¢ mé dva nové balicky kariet. V prvom balicku je 2011 bielych kariet a v druhom 2011 &ervenych kariet (okrem
uvedenych uz ziadne dalsie karty MiSa¢ nemd). MiSa¢ si vymyslel hru a pozval k sebe 2011 Tudi, aby si ju zahrali.
Najprv hracov posadil do kruhu za svoj stol. Potom rozdal kazdému hracovi prave dve karty a zacal vysvetlovat
pravidla. Hra sa deli na kol4. V kaZdom kole vSetci hra¢i naraz posunt dolava jednu kartu podla pravidla: ak hrac
m4 na ruke aspon jednu ¢ervent kartu, tak posunie dolava jednu Gervenu kartu, inak posunie dolava bielu kartu.
Hra konc¢i, ak ma kazdy na ruke jednu bielu a jednu ¢ervent kartu.

Misaca zaujima, ako mé rozdaf karty, aby mala hra ¢o najviac kol. Uvedte sposob, ako takto rozdat karty a tiez
pocet kol najdlhsej moznej hry. (Treba tiez samozrejme dokazat, Ze dlhsie hra trvat nemoze.)
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Kategoria BETA
Ulohy ¢éislo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&.8:

Edo rad piSe prirodzené &isla n (v desiatkovej ststave) odzadu a oznaduje ich ako &isla E(n). Jefo na rozdiel od
Eda rad pocita ich ciferny stcet J(n). Spolu prisli na to, ze ak J(n?) = J(n)?, potom E(n?) = E(n)2. Rozhodnite,
¢i maju pravdu.

Napriklad: E(123) = 321, E(1200) = 21 a J(124) = J(214) = 1.

Uloha &.9:

Petrzlen dostal na Vianoce novi Sachovnicu n x n a jedného sachového jazdca. Na kazdé policko Sachovnice napisal
¢islo 0. Potom si vybral dve policka, medzi ktorymi vie skoéit jazdec, a na obe poli¢ka napisal ¢islo o jedna vicsie
(pri¢om povodné ¢isla vymazal). Toto niekolkokrat zopakoval. Ked skon¢il, na Sachovnici bolo napisané kazdé z ¢isel
1,2,...,n? prave raz. Pre aké n sa to mohlo Petrzlenovi podarit?

Uloha ¢.10:
Stanka, si cestou do $koly rada umociiuje roézne prvoéisla. Vimla si, ze ¢slo p® malo niekde v desiatkovom zapise
aspon k nul za sebou. Existuje pre kazdé prvocislo p a prirodzené ¢islo k takéto prirodzené ¢islo ¢7

Uloha ¢&.11:

Dané je postupnost nezapornych celych &isel ay, as, ..., azo11. Pre kazdé prirodzené i, j také, ze i + j < 2011, plati
a; +aj; < aiqj §ai—|—aj—|—1.

Dokézte, ze existuje nekoneéne vela redlnych ¢isel x, pre ktoré plati a,, = |nx| pre vietky n =1,2,...,2011.

Poznamka: |y| oznacuje dolnu cela Gast z y, teda najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné ako y.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budi odmenen{ hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha ¢&.12:
Ozna¢me K, L, M, N styri body v trojrozmernom priestore. Dokazte, ze plati

|KL|? + |MN|> < |[KM|?+ |LN|? + |KN|?> + |LM*.

Uloha ¢&.13:

N4ajdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré sa trojuholnik d4 rozrezat na n mensich trojuholnikov tak, Ze ziadne
tri zo vzniknutych vrcholov nelezia na jednej priamke a zaroven kazdy vrchol patri rovnakému poc¢tu malych
trojuholnikov.

Uloha ¢&. 14:

KruZnice k; a ko so stredmi S; a Sy sa navzajom dotykaju zvonka v bode D. Kruznice ki, ks sa navySe zvnutra
dotykaju kruznice k postupne v bodoch F;, Fs. Priamka t je spolo¢na doty¢nica kruznic k1, k2 v bode D. Nech AB
je priemer k kolmy na ¢ taky, Zze body A, S1, E1 leZia v tej istej polrovine vytatej priamkou ¢. DokéZte, Ze priamky
AS1,BSy, F1FEy at sa pretinaji v jednom bode.

Odportcand literattira

Nielen za¢inajtcim riesitelom odporucame prestudovat si nasledujtce knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metédy riesenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalSej odporicanej literatiry (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢ informécie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 28. februar 2011 (pre zahranicie 25. februar 2011).

Kategoria GAMA: Termin odoslania rieseni je 4. marec 2011.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieSeny s finan¢nou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.
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Zadania 2. série letnej casti KMS 2010/2011
Kategoria ALFA

Uloha ¢&.1:
Mojo si kreslil konvexné stvoruholniky. Pri ich kresleni si vS§imol zaujimavii vec. V kazdom Stvoruholniku, ¢o nakres-

svoje tvrdenie poriadne zd6évodnit.

Uloha ¢&. 2:
Zostrojme vnutri stran AB, BC,CD, DA $tvorca ABC D postupne body A’, B',C’, D’ také, ze

|AA'| = |BB'| = |CC'| = |DD'|.

Nech P je Iubovolny bod vnutri $tvorca ABCD. Ozna¢me obsahy Stvoruholnikov AA’PD’, BB'PA’, CC'PB’
a DD'PC’ postupne 51, 95, 53,54. Dokézte, ze plati S + S3 = Sy + S4.

Uloha ¢&. 3:
Taznice z vrcholov A a B trojuholnika ABC st na seba kolmé. Dokazte, ze AB je najkratSou stranou tohto
trojuholnika.

Uloha ¢&. 4:
V obdlzniku ABCD plati |AB| > |BC|. Narysujme kruznicu, ktord m4 stred na tisecke AB a prechddza bodmi A
a C. Tato kruznica pretne stranu CD v bode M. Dokéazte, ze priamky AM a BD st navzajom kolmé.

Uloha ¢&. 5:
Nech Py, Ps, ..., Py11 st rozne body v rovine. Spojme body postupne tseckami

PPy, PoPs, ..., Py10P2o11, Pao11P1.

Zostrojte priamku, ktord prechiadza vnitornym bodom kaZdej z tychto tseéiek. Kolko rieSeni m4 tloha v zévislosti
od vzajomnej polohy bodov Py, Ps, ..., Pyo11?

Uloha ¢&. 6:
Stredy stran BC, C A, AB trojuholnika ABC' oznacime postupne K, L, M. Dokéazte, ze uhly AMC a BLC maja
rovnaki velkost prdve vtedy, ked maji rovnaku velkost uhly CAK a BCM.

Uloha ¢&.7:
Majme na kruznici k so stredom O vyznacéené dva polomery OA a OB. Kruznica [ sa dotyka kruznice k v bode @
a dotyka sa aj spominanych polomerov postupne v bodoch C' a D. Uréte velkost uhla AQC.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Doty¢nice v bodoch A a B ku kruznici opisanej trojuholniku ABC sa pretinaji v bode T. Rovnobezka s priamkou
AC prechddzajica bodom T pretina priamku BC v bode D. Dokézte, Ze trojuholnik AC'D je rovnoramenny.

Uloha ¢&.9:

Majme trojuholnik ABC. Ozna¢me M stred strany AB. Nech D je bod na opaé¢nej polpriamke k polpriamke C'A,
pre ktory plati |CB| = |CD|. Prieseénik osi uhla AC'B a priamky M D ozna¢me K. Ukazte, ze uhly K BC a BAC
maji rovnaka velkost.

Uloha ¢&.10:
Dana je kruznica k a bod A leziaci mimo nej. Pre rovnostranny trojuholnik PQR vpisany do kruznice k oznac¢ime
U, V, W postupne priesecniky priamok AP, AQ, AR s kruznicou k rdzne od P, Q, R. Dokazte, ze hodnota vyrazu

AP AQ = AR

nezavisi od polohy trojuholnika PQR.
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Uloha ¢.11:

Maéame dany trojuholnik ABC. Ozna¢me k vpisani kruznicu trojuholnika ABC a I jej stred. Nech p je priamka
dotykajtca sa kruznice k v bode L tak, Ze p nie je rovnobeznd so ziadnou stranou trojuholnika ABC'. Nech A’ je
bod na p, pre ktory je uhol ATA’ pravy. Podobne uréime body B’ a C'. Dokézte, Ze priamky AA’, BB’ a CC’ sa
pretinaji v spolo¢nom bode.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA..
Najuspesnejsi riesitelia kategérie GAMA za cely rok budit odmeneni hodnotnou knihou podla vlastného vyberu.

Uloha é&.12:
Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢isla splhajtce a + b + ¢ = abe. Dokézte, Ze

1 N 1 N 1 _3
Vita? VI+2 V1422

a zistite, kedy nastdva rovnost.

Uloha ¢&.13:

Nech n > 2 je prirodzené &islo a A,, pocéet neprazdnych mnozin S C {1,2,--- ,n} takych, Ze aritmeticky priemer
prvkov mnoziny S je celé ¢islo. Dokazte, ze A,, — n je vzdy parne ¢islo.

Uloha ¢&.14:

Funkcia f je definovand na prirodzenych ¢islach predpisom

o= 35+ 3]+« )

a) Dokéazte, ze f(n+ 1) > f(n) plati pre nekoneéne vela hodnot n.
b) Dokézte, ze f(n+ 1) < f(n) plati pre nekoneéne vela hodnot n.

Odportcand literatiira

Nielen za¢inajicim riesitelom odportiéame prestudovat si nasledujtce knihy o rieSeni matematickych problémov:
Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy riesenia matematickych tloh

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Zoznam dalsej odporicanej literatury (aj pre pokroéilych riesitelov), ¢ informadcie o jej zapozi¢ani z nasej kniznice
najdete na internete na adrese kms.sk/kniznica.

Speciélne k tejto sérii vaAm odporidame preéitat si aj text o poé¢itani uhlov, ktory najdete na adrese
http://kms.sk/ mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf.

Forum o prikladoch

Pre nedockavcov funguje na stranke KMS diskusné férum o prikladoch z KMS. Néajdete ho na adrese kms . sk/forum
a mozete na niom hned po termine danej série zacat diskutovat o vasom najobltibenejSom alebo najmenej oblibenom
priklade, pripadne zverejnit svoje rieSenie pre ostatnych riesitelov.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieseni je 4. april 2011 (pre zahrani¢ie 1. april 2011).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 8. april 2011.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. kms . sk
Projekt ¢. LPP-0103-09 je rieseny s finanénou podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja.



