Koreépondenénjf Matematickjf Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostévate do ruk tvodny letdk zimnej casti 30. ro¢nika Korespondenéného Matematického Seminara (KMS). Této
sutaz organizovand obc¢ianskym zdruZenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredogkoldkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
Gcasti na zdvereénom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympidady (MO). Mladsim
a zafinajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starsich a skusenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maji vySSie ambicie a cheeli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urcend kategéria GAMA. Tato kategéria ma
velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodntt matematick olympiddu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moZnosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategériach najdete v pravidlach. Ak méate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedent pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spoloéné pre kategorie ALFA a BETA

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v rdmci Skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budd najispesnejsi riesitelia pozvani na zévereéné ststredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tloh. Zadania prvych dvoch sérii méte pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy
budt obodované po¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najvicsim
bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si moézes vypocitat ako ko, = r+u+m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za tspesny, ak sa ti pocas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho z(castnil ako nahradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu éislo 1 mozu stifazne riesif len studenti s k, < 1 a tlohu &islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné alohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pét regiondlnych vysledkovych listin a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahrani¢ie. Na zaverecné sustredenie bude zvycajne pozva-
nych 5 najuspesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalsich aspoti 5 podla celkového bodového zisku a
najuspesnejsi riesitelia Matematickej olympiady. Dalsi riesitelia v poradi budd na ststredenie pozvani ako nahrad-
nici. Vitazi slovenskych regiénov budt odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zakladnjch 8kol nebudd na
sustredenie pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahraniéni) $tudenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tdloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je sticet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich tspesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na sustredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho ztGéastnil ako nadhradnik.
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Ulohu ¢&islo 5 mdzu stifazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spoloénd vysledkovéa listina. Na zaverecné sustredenie bude pozvanych
aspon 30 najuspesnejsich riesitelov, dalsi v poradi budi pozvani ako ndhradnici. Prvi piati budd odmeneni hod-
notnymi vecnymi cenami.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoroéne a pozostava zo Siestich sérii tiloh. Zadania prvej a druhej série st v tomto letaku, dalsie
posleme tym, ktori nam posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budd obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne riesenie
ostatnych tloh sa d4 ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokézat vSeobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tloh, moze za dani tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.

Do vysledkovej listiny sa poéitaji vsetky tlohy. Vifaz dostane hodnotna vecnii cenu.
Spoloéné pre vsetky kategorie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej tlohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
va$ odbornu literattru, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej Republiky, treba
to stihnif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je
peciatka na obdlke) spdsobuji znaéné organizaéné problémy, vyhradzujeme si preto prdvo udelit nula bodov
za véetky riesenia odoslan€ po termine.

e V kategérii GAMA treba priklady 10 a 11 odoslat do terminu odoslania kategérie BETA. Ostatné priklady
kategérie GAMA maju zvycajne termin o par dni neskor.

e Riesenie kazdého prikladu pi$ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj rieSenia v anglictine a ¢estine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dovodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomn staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.
e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.

Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na znamu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Prednasky
Riesitelom z okolia Ziliny odpori¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory mé kazdt poslednt sobotu v me-
siaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzova budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 1490, Okrem dvoch zaujimavych prednasok si mate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Nezabudnite, najb-
lizsi MaK sa kona uz 27. 9. tohto roku.

Prihlagka do zimnej ¢asti KMS 2008/2009 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ...... ..o . Datum narodenia: .......... ... i
SKOLA: ettt e .
Trieda .ot so zameranim na matematiku: &ano—nie
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ....................... ,z ktorych bolo ........... ... ... ..., aspesnych.

Adresa domov: ... .
Adresa pre postu (domov — Interndt — SKola): .. ...ttt e .
Tel. domov: ... mobil (vlastny): ...l email: ...l

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Kolkymi spdsobmi si Kaja, Kika a Katka mozu rozdelit 33 rovnakych ¢okolad tak, aby niektoré dve z nich mali
spolu dvakrat tolko ako tretia?

Uloha ¢&. 2:

Ondrej mal armadu zlozent zo 100 hrackarskych katapultov. Postavil ich do radu a spustil palbu. Najskor vystrelil
kazdy druhy katapult, potom kazdy treti a tak dalej az po kazdy sty. (Ano, vtedy vystrelil len ten posledny.) Ktory
katapult vystrelil najviac krat? Kolkokrat to bolo?

Uloha ¢&. 3:

Carovné &islo sa sklada z troch roznych cifier. Z tychto cifier dalej poskladdame vSetky mozné trojciferné &isla,
y Y ) y J

pricom kazdu z cifier pouzijeme v kazdom c¢isle prave raz. Stcet tychto novozlozenych ¢isel je 2003. Najdite vsetky

Carovné cisla.

Uloha ¢&. 4:
Ozna¢me o(n) sucet vSetkych delitelov ¢isla n (napr. 0(10) = 1 + 2 4+ 5+ 10 = 18). Nazvime ¢islo n nakazlivé, ak
o(n) > 2n. Majme nejaké nakazlivé ¢islo a a vezmime si lubovolné prirodzené ¢islo b. Ukazte, ze ¢islo a - b je tiez
nakazlivé.

Pozndmka: Znak o je malé grécke pismeno sigma. Tymto pismenom sa tradi¢ne oznacuje okrem iného aj sucet
delitelov daného ¢isla. Mimochodom, velkd sigma sa piSe 2.

Uloha ¢&. 5:
Méame nekonecne dlhy pasik papiera Sirky 2cm. Prehneme ho tak, Ze prekryvajlice sa vrstvy papiera vytvoria
trojuholnik. Aky najmensi obsah moze takyto trojuholnik mat?

Uloha ¢&. 6:
Pan a pani Smithovci boli na vedierku, kde sa stretli s troma dal$imi manzelskymi parmi. Nastalo vzdjomné
podavanie rik. Nikto nepodal ruku svojmu manzelskému partnerovi, nikto nepodal ruku dvakrat tej istej osobe a
samozrejme, nikto nepodal ruku sdm sebe. Ked sa podédvanie ruk skonéilo, pan Smith sa kazdého vratane svojej
manzelky opytal, kolkokrat podal ruku. Na jeho prekvapenie kazdy dal inti odpoved. Kolkokrat podala ruku pani
Smithova?

Uloha ¢&.7:

Obdlznik rozmerov 1 x k, kde k je kladné celé ¢islo, budeme nazjvat zaujimavy. Uréte vietky prirodzené n, pre
ktoré je mozné rozrezat obdlznik 2008 x n na niekolko zaujimavijch obdlznikov, pri¢om Ziadne dva z nich nie st
rovnaké. ObdlZniky, ktoré maji rovnaké rozmery, povazujeme za rovnaké aj vtedy, ked je jeden z nich orientovany
vodorovne a druhy zvislo.

Pozndmka: Stvorec povazujte za Specidlny pripad obdlZnika.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Na kruzmici k so stredom O lezia rézne body A, B, C, D, E v tomto poradi tak, ze |AB| = |BC|. Ozna¢me S
priese¢nik tseCiek BE a AD a T prieseénik tise¢iek BD a CE. Nech priamka ST pretina kruznicu k& v bodoch X
a Y. Dokézte, ze |BX| = |BY|.

Uloha ¢&.9:
Predstavme si kovovt kruznicu, na ktorej st rovnomerne rozlozené ¢isla v poradi 1,2,..., N. Na nej je polozena
otacava drevend kruznica, na ktorej s opiaf rovnomerne rozloZzené celé ¢isla aq, as, ...,ay v tomto poradi. Stcet

tychto N éisel je 1. Drevend kruZnicu vieme otoéit do N roznych poloh tak, aby ¢isla na nej boli umiestnené prave
nad c¢islami kovovej kruznice. Pre dant polohu drevenej kruznice urobime stcet N stcinov takych, ze vynasobime
¢islo na drevenej kruznici s ¢islom na kovovej kruznici, ktoré sa nachiddza pod nim. KedZe réznych poloh drevenej
kruznice je IV, tak aj tychto stic¢tov dostaneme N. Ukazte, Ze vSetky tieto sty sa rézne.
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Uloha ¢&.10:
Dané st nenulové celé ¢isla a, b, c také, ze aj

a b ¢ a ¢ b

u=—-+-+- a v=—-+-+-—

b ¢ a c b a
su celé cisla. Dokézte, ze |a| = |b] = |c].
Uloha ¢.11:
Nech p(x) je polyném s celo¢iselnymi koeficientmi a nech ¢, je ciferny sucet ¢isla p(n). Dokézte, ze v nekoneénej
postupnosti ¢y, ¢o, c3, ... sa nejakd hodnota vyskytne nekonecne velakrat.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:
Zistite, ¢i existuja funkcie f: R — R, g : R — R také, ze pre kazdé realne ¢islo x platia rovnosti

a) f(g(x)) =22, g(f(x)) = *
b) f(g(x)) =2?, g(f(x)) = «*

Uloha ¢.13:
Postupnost {a;}72, je definovana nasledovne:
ay = 1,
as = 2,
az = 24,
6a2_1an_3 — 8an_1a%_,
anp = pre n > 3.

Qp—20n—-3
Dokazte, ze n deli a,, pre kazdé prirodzené ¢islo n.

Uloha ¢&.14:

N4jdite rozdelenie pravouhlého trojuholnika so stranami 3, 4, 5 na Styri ¢asti s najmensSim moznym priemerom.
Priemer rozdelenia definujeme ako maximum zo vzdialenosti medzi bodmi patriacimi do tej istej casti. Napriklad
rozdelenie strednymi prieckami m4 priemer 5/2.

Férum o prikladoch

Pre nedockavcov nedockavych zac¢alo na stranke KMS fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS. Najdete ho na
adrese kms . sk/foruma mozte na nom hned po termine nasledujicej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom
alebo najmenej oblibenom priklade.

Odporucand literattara

Vsetkym zdujemcom o samostatné stidium dévame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mézete
tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a ¢itani
vzorovych rieSeni sa isto naudite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky st tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 6. oktébra 2008 (pre zahranicie 3. oktébra 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 10. oktébra 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk
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Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2008/2009
Kategoria ALFA

Uloha &.1:
Vezmime si vSetky prirodzné ¢isla mensie ako 211112. Ktorych ¢isel je medzi nimi viac — tych, ktoré obsahuju cifru
1, alebo tych, ktoré ju neobsahuju?

Uloha ¢&. 2:

Uvazujme prirodzené ¢isla, ktoré davaja zvySok 1 po deleni kazdym z ¢isel 2,3,4,...,11.
a) Najdite dve rozne takéto ¢isla.

b) Najmenej o kolko sa musia takéto dve rozne éisla lisit?

Uloha ¢&. 3:

Zapiste ¢islo 2008 ako stucet niekolkych prirodzenych ¢isel, ktorych sti¢in je maximalny a ukézte, Ze neexistuje lepsie
rieSenie.

Uloha ¢&. 4:

Bod P lezi vnutri Stvorca ABCD. Ozna¢me p a g rovnobezky so stranami tohto Stvorca prechddzajice bodom
P. Dalej ozna¢me r a s rovnobezky s uhloprie¢kami $tvorca opit prechadzajice bodom P. Priamky p, ¢, r a s
celkovo rozdelia Stvorec ABC'D na 8 Casti. Ofarbime teraz tieto Casti striedavo modrou a c¢ervenou farbou tak, aby
kazdé dve Casti susediace stranou mali roznu farbu. Dokézte, Ze sucet obsahov Casti, ktoré st ofarbené na modro,
je polovica z obsahu Stvorca ABCD.

Uloha ¢&. 5:

Na stranich rovnobeznika ABCD zvolme postupne body K, L, M, N (na kazdej strane jeden) tak, ze KLMN je
stvoruholnik s dvakrat mensim obsahom ako ABC D. Ukazte, Ze aspon jedna z uhlopriecok Stvoruholnika K LM N
je rovnobezna s niektorou zo stran rovnobeznika.

Uloha &. 6:

.....

a§+a§+...+aiz(a1—|—a2—|—~-'+an,1)an

kde a1, as, ..., a, st lubovolné nezédporné redlne ¢isla.
a) Dokézte, ze dand nerovnost plati pre n = 2.
b) Najdite vSetky dalsie n, pre ktoré je nerovnost splnena.

Uloha ¢&.7:

Klokan méa karty, na ktorych s ¢isla od 1 po n. Pozrie sa na prva kartu. Ak je na nej ¢islo k, zmeni zrkadlovo
poradie prvych k kariet. Takto pokracuje az kym nedostane na prvej karte ¢islo 1. Musi sa mu to vzdy po koneénom
pocte krokov podarit?

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Nech aq,as, ..., ags su kladné realne ¢isla. Dokazte, Ze

a1 +az+--- 4+ ags < 824 biby---bgs,

kde b; je vicsie z Cisel {1,a;} prei =1,2,...,83.

Uloha ¢&.9:

Nech k a £ st dve kruznice také, Ze stred S kruznice k lezi na kruznici £. NavySe sa kruznice k a ¢ pretinaja v dvoch
roznych bodoch M a N. Nech AB je lubovolny priemer kruznice k taky, ze |AM| > 0 a |BN| > 0. Ozna¢me
(v tomto poradi) A; a B; druhé priesecniky priamok AM a BN s kruznicou £. Dokazte, ze dlzka tsecky Ay B je
rovna polomeru kruznice k.

Uloha ¢&.10:
Najdite vietky prvoéisla p, pre ktoré existuju kladné celé ¢isla n, x, y splhajice rovnost

pn:x3+y3'
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Uloha ¢&.11:
Nech d(n) oznac¢uje pocet kladnych delitelov &isla n? + n + 1, kde n je prirodzené &islo. Dokazte, Ze nerovnost

d(n) >d(n+1)

plati pre nekonecéne vela roznych prirodzenych éisel n.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢.12:
Kizelnici Mito a Mazo si pripravili malé vystupenie. Na zacdiatku je v miestnosti s divakmi len Mazo. Divéaci ulozia
n minci do lubovolnej postupnosti znakov a hlav a vybert si jedno €éislo z mnoziny {1,2,...,n}. Mazo potom oto¢i

prave jednu mincu naopak a zavola Mita zo zdkulisia, ktory sa z rozloZenia minci snazi uhadnut, aké ¢éislo si divéci
vybrali.

a) Dokéazte, Ze ak sa toto ktizlo d4 spravit pre n; a ng, potom sa d4 spravit aj pre nins.

b) Néjdite vSetky n, pre ktoré sa toto ktzlo da spravit.

Uloha &.13:
Stred opisanej kruznice trojuholnika ABC oznac¢me O. Priamka prechadzajica bodom O pretina vnitra stran AB
a AC v bodoch M a N. Oznacme S a R stredy useCiek BN a C'M. Dokazte, ze uhly ROS a BAC st rovnaké.

Uloha ¢&. 14:

Galéria moderného umenia méa tvar n-uholnika (nie nutne konvexného). Vedenie galérie sa v nej rozhodlo rozostavit
niekolko statickych kamier so zornym uhlom 360 stupriov. Kolko najmenej (v zavislosti od n) kamier potrebujeme,
aby sme uréite vedeli ustrazit cela galériu?

Férum o prikladoch

Pre nedo¢kavcov nedockavych zacalo na stranke KMS fungovat diskusné férum o prikladoch z KMS. Néjdete ho na
adrese kms . sk/foruma mozte na nom hned po termine nasledujicej série zacat diskutovat o vasom najoblibenejSom
alebo najmenej oblibenom priklade.

Odportcand literatira

Vsetkym zaujemcom o samostatné studium davame do pozornosti archiv KMS s adresou kms . sk/archiv. Mdzete
tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a éitani
vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky sa tiez:

www.cut-the-knot.org

www.cbel.com/math_recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 3. novembra 2008 (pre zahranicie 31. oktébra 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 7. novembra 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. kms. sk



