Koreépondenénjf Matematickjf Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostévate do ruk tvodny letak zimnej casti 29. ro¢nika Korespondenéného Matematického Seminara (KMS). Této
sutaz organizovand obc¢ianskym zdruZenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredogkoldkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
Gcasti na zdvereénom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympidady (MO). Mladsim
a zafinajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starsich a skusenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maji vySSie ambicie a cheeli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urcend kategéria GAMA. Tato kategéria ma
velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodntt matematick olympiddu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moZnosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategériach najdete v pravidlach. Ak méate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedent pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spoloéné pre kategorie ALFA a BETA

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v rdmci Skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budd najispesnejsi riesitelia pozvani na zévereéné ststredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tloh. Zadania prvych dvoch sérii méte pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy
budt obodované po¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najvicsim
bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si moézes vypocitat ako ko, = r+u+m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za tspesny, ak sa ti pocas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho z(castnil ako nahradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu éislo 1 mozu stifazne riesif len studenti s k, < 1 a tlohu &islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné alohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pét regiondlnych vysledkovych listin a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahranicie. Na zaverecné stustredenie bude pozvanych 5 najis-
pesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalsich 5 s najlepsim bodovym ziskom celkovo a najuspesnejsi
riesitelia Matematickej olympiaddy. Dalsi riesitelia v poradi budd na ststredenie pozvani ako nahradnici. Vitazi
Slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zakladnych $kol nebudt na ststredenie
pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahraniéni) $tudenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z dloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je sticet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich tspesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na sustredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho ztGéastnil ako nadhradnik.
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Ulohu ¢&islo 5 mdzu stifazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategorii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zavere¢né stustredenie bude pozvanych
asponi 30 najuspesnejsich riesitelov, dalsi v poradi budu pozvani ako ndhradnici. Prvi piati budii odmeneni hod-
notnymi vecnymi cenami.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoro¢ne a pozostava zo Siestich sérii tloh. Zadania prvych dvoch sérii st v tomto letdku a dalsie
posleme tym, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne rieSenie
ostatnych tloh sa dé ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokézat vSeobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tloh, moze za dani tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.
Do vysledkovej listiny sa pocitaju vSetky tlohy. Vitaz dostane hodnotni vecnti cenu.

Spoloéné pre vsSetky kategorie

e Priklady ries samostatne. RieSenie kazdej tilohy riadne zd6vodni. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
va$ odbornu literattru, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej Republiky, treba
to stihnif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je
peciatka na obélke) spdsobuji zna¢né organizacné problémy, a preto nebudi opravené.

e RieSenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj rieSenia v angli¢tine a cestine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dovodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na znamu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Prednésky
Riesitelom z okolia Ziliny odpori¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory mé kazdt poslednt sobotu v me-
siaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzova budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 149 Okrem dvoch zaujimavych prednasok si mate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Nezabudnite, najb-
lizsi MaK sa kona uz 29.9. tohto roku.

Prihl4gka do zimnej ¢asti KMS 2007/2008 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ...... ..o i . Datum narodenia: ......... .. ... i
) o) - .
Trieda ..o so zameranim na matematiku: 4ano—nie
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ....................... ,z ktorych bolo ........... .. ..ol uspesnych.

Adresa domov: ... .
Adresa pre postu (domov — interndt — SKola): .. ...t e .
Tel. domov: .....ovvviiiiiiiiii mobil (vlastny): ...... ... email: ...

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

a) V Krajine maji mince s hodnotami 10 a 11 kortn krajinskych. Problém vsak je, Ze niektoré sumy sa nimi bez
vydavania nedajua zaplatit. Najdite najvyssiu takt sumu.

b) Vlada v snahe zlepsit situdciu zaradila do obehu aj mince s hodnotou 12 kortn krajinskych. Asi je vam jasné,
Ze toto opatrenie vlady stéle nesta¢i na to, aby sa dali zaplatit vSetky mozné sumy. Ak4 je teraz najvyssia suma,
ktord sa nedé zaplatif bez vydavania?

Uloha ¢&. 2:

Marta a Irena st roboty skimajtice povrch Marsu, ktoré sa oba pohybuji rovnomernym priamociarym pohybom
smerom ku sebe. Na poludnie boli od seba vzdialené presne 90 km, o nejaky cas neskor sa tesne minuli a o dru-
hej poobede uz boli opif od seba vzdialené 90 km. Inzinier Sirup pracujtci v kontrolnom centre vypodital, ze
sucet vzdialenosti precestovanej Martou pred stretnutim s Irenou a vzdialenosti precestovanej Irenou po stretnuti
s Martou je 60 km. MoZe maf inZinier Sirup pravdu?

Uloha ¢&. 3:

Na sutazi v jedeni gumenych medvedikov sa zucastnili Styria sutaziaci A, B, C a D. Tu je zdznam z ich rozhovoru
pred sutazou:

A: ,Vyhram jal“

B: ,,Ja som chlapec a budem prvy!“

C: ,,Chlapci sa mylia, D skonéi jedno miesto za mnou a za A uz nebudu ziadni chlapci.”

D: ,C ma pravdu a za A uZ nebudt Ziadne dievéata.“

Po sufazi sa ukézalo, Zze prave dve z tychto Styroch tvrdeni boli pravdivé. Zistite ako dopadla stfaz a aké s
pohlavia sttaziacich ak viete, Ze st medzi nimi prave dvaja chlapci a ze ziadni dvaja stfaziaci neskoncili na tom
istom mieste.

Uloha ¢&. 4:

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik, ktorého vnttorné uhly BAD a BC'D maja rovnak velkost. Os uhla ABC
pretina priamku AD v bode P. Kolmica z bodu A na priamku BP pretina priamku BC v bode Q. Dokazte, Ze
priamky PQ@ a C'D st rovnobezné.

Uloha ¢&. 5:

a) Majme ¢islo zapisané v desiatkovej sustave ako ¢,cn—1¢n—2 ... c2c1¢9. Toto ¢islo je delitelné jedendstimi préave
vtedy, ked je jedendstimi delitelné ¢éislo (co + ca +ca +...) — (c1 + ¢3 + ¢5 + ...) (teda rozdiel stétov cifier na
parnych a neparnych miestach). VyskasSajte si to na vaSom rodnom ¢isle, malo by byt delitelné jedenastimi. Preco
toto pravidlo funguje? (Skuste vyuzif, ze kazd4 parna mocnina desiatich, teda 1,10%,10%, ..., déva zvysok 1 po
deleni jedendstimi, neparne mocniny desiatich zas davaju zvySok 10 po deleni jedendstimi.)

b) Mame 19 karti¢iek a na kazda z nich chceme napisat niektora z cifier okrem nuly. D4 sa to spravit tak, aby sa
potom z tychto karti¢iek dalo zlozit iba jediné 19-ciferné ¢éislo delitelné jedendstimi?

Uloha ¢&. 6:

V $tvorcom parku je do Stvorcovej mriezky umiestnenych 10000 stromov. Kolko z nich sa d4 najviac vytat tak, aby
zo ziadneho pria nebolo vidiet iny pen? Dokazte, ze viac phiov sa uz takto vytat neda.

Uloha &.7:

Dokézte, Ze pre fubovolné n > 2 vieme najst n navzéjom roznych prirodzenych éisel tak, ze sti¢et ich prevratenych
hodnét je 1.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s vnitornym uhlom 30° pri vrchole A. Nech V je priesec¢nik jeho vySok a M
stred strany BC. Ozna¢me U obraz bodu V v stredovej simernosti so stredom M. Dokazte, ze |AU| = 2|BC|.
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Uloha ¢&.9:
a) Cifry prirodzeného ¢isla sme preusporiadali a ¢islo, ktoré vzniklo, sme pripoéitali k povodnému. Dokézte, Ze
nam nemohol vyjst vysledok 999...99.
—_—
999 —krét
b) Cifry prirodzeného ¢isla sme preusporiadali a ¢islo, ktoré vzniklo, sme pripoéitali k povodnému. Dostali sme tak
vsledok 10'°. Dokézte, ze povodné &islo bolo delitelné desiatimi.

Uloha ¢&.10:

Rasto méa na zdhrade esSte stale vyryta Sachovnicu s 2007 x 2007 polickami. So sestrou Slavkou si povedli, Ze si
zmeraju sily. Presne v strede Sachovnice sa nachddza obrovsky kameii ktory najprv Rasfo posunie o jedno policko
(rovnobezZne so stranami Sachovnice). Sldvka ho potom bude musiet posunit o dve policka, Rasto o $tyri policka,
Slavka o osem poli¢ok — v k-tom fahu ho vzdy budt musief posuntf o 2°~1 policok. Ten kto je na tahu prehrava,
ak uz nemoze posunut kamer. Najdite vyherna stratégiu pre Slavku alebo pre Rasta.

Uloha ¢.11:

Vyber si vlastné dobrodruzstvo! Na plny pocet bodov sta¢i vyriesit jednu z nasledujucich dloh.

a) V 99 skatuliach sa nachadzaju nejaké jablkd a nejaké pomarance. Dokazte, ze modzeme vybrat 50 skattl tak, Ze
obsahuji aspon polovicu vietkych jablk a aspon polovicu vsetkych pomarancov.

b) V 100 skatuliach sa nachadzaja nejaké jablkd a nejaké pomarance. Dokazte, Ze mozeme vybrat 34 skatul tak,
7e obsahujil aspon tretinu vietkjch jablk a aspoii tretinu vietkych pomarancov.

c¢) V 100 skatuliach sa nachddzaja nejaké jablkd, nejaké pomarance a nejaké bandny. Dokazte, Ze moZzeme vybrat
51 skatul tak, ze obsahujii aspoti polovicu vietkych jablk, aspoii polovicu vietkych pomarancov a aspoii polovicu
vSetkych bananov.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢&.12:
Nech ABC je trojuholnik a I stred kruZnice don vpisanej. Os vnutorného uhla ABC' pretne priamku AC v bode P.
Dokazte, ze ak |AP|+ |AB| = |BC|, tak je trojuholnik API rovnoramenny.

Uloha ¢&.13:
Dokazte, ze pre kladné redlne ¢isla a, b, ¢ plati
a2+ V+E A+d?
+ + >
c2+ab  a?+bc b2+ca

Uloha &. 14:

Tri rovnaké odmerky st do troch stvrtin naplnené réznymi kvapalinami. Zistite, ¢i je mozné kone¢nym poctom
prelievani dosiahnut, aby v aspoii jednej odmerke vznikla zmes, ktora obsahuje rovnaké mnozstvo kazdej kvapaliny.
Kvapaliny mozno prelievat, nie vSak vylievat.

Odporucand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vSetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 1. oktébra 2007 (pre zahranicie 28. septembra 2007).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 4. oktébra 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk
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Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Trojuholnik ABC' je rozdeleny na dva trojuholniky ADC a BC D, ktoré st rovnoramenné a maju rovnaky obsah.
Velkost uhla ADC je 100°. Ak4 je velkost uhla ABC?

Uloha ¢&. 2:

Na zemi je nakreslend nekonecné $tvoréekova siet, pricom na jednom z policok stoji kocka, ktorej stena je rovnako
velkd ako toto policko. Kocka je celd ¢Gierna, len vrchni stenu mé natretii nabielo. Kocku zacneme kotulat po
gachovnici a chceme, aby sa vratila na povodné miesto tak, Ze biela stena bude naspodku. Vieme to dosiahnut
presne po 2008 krokoch? A ¢o tak po 2007 krokoch?

Uloha ¢&. 3:

Ondraé od svojho pobytu v Ostrave nemé pizzu Quattro Formaggi velmi v ldske. Povedal si vSak, Ze jej da este
sancu. Na celd si ale netrifa, zobral preto so sebou aj Skredka, ktory vidy rdd pomoze. Aby to nekomplikovali,
rozhodli sa, Ze pizzu rozdelia dvoma priamymi na seba kolmymi rezmi, z ktorych ziaden neprechéddza stredom, na
Styri Gasti a kazdy si vezme dva protilahlé ktsky. Skrecok si vybral tie dva, z ktorych jeden obsahoval stred pizze.

.....

Uloha ¢&. 4:
Stvorciferné &islo n, ktoré neobsahuje vo svojom zépise v desiatkovej sistave ¢islicu 9, je druhou mocninou pri-

vSetky Stvorciferné ¢isla s touto vlastnostou.

Uloha ¢&. 5:

Nech r je polomer kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC' a h je vyska na preponu AB. Tato vyska deli
trojuholnik ABC' na dva mensSie trojuholniky. Nech r; a ry st polomery kruZnic vpisanych tymto trojuholnikom.
Dokazte, ze plati

a) r1+ra+r=h,

b) r# +1r3 =12,

Uloha ¢&. 6:
Kazdé prirodzené ¢islo je zafarbené bud ¢ervenou alebo zelenou farbou tak, Ze st splnené nasledujice podmienky:

1. Sucet troch ¢ervenych (nie nutne roznych) &isel je vidy Cervené éislo.
2. Suacet troch zelenych (nie nutne roznych) ¢isel je vidy zelené &islo.
3. Aspon jedno ¢islo je zelené a aspon jedno ¢islo je Cervené.

Najdite vSetky ofarbenia, ktoré spltiaju tieto podmienky.

Uloha &.7:

Dada ma krazok a na 1iom n kltcov (n > 3). Ked ho vyberie z vrecka, nevie, ¢i sa jej ndhodou nepootodil alebo
neobrétil. Jeding spdsob, ako rozlisit klace, je zafarbit ich (kazdy klIu¢ dostane jednu farbu). Aky je najmensi mozny
pocet farieb, ktoré Dada potrebuje?

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&.8:

Pokisme sa do roviny umiestnit n > 3 bodov tak, aby Ziadne tri nelezali na jednej priamke a aby medzi tymito
n bodmi bolo ¢o najviac trojic ktoré tvoria vrcholy rovnoramenného trojuholnika. Oznac¢me f(n) najviacsi mozny
pocet rovnoramennych trojuholnikov ktory takto vieme dosiahnut s n bodmi. Dokézte, Ze existuji kladné reédlne
konstanty a, b také, ze pre vSetky n > 3 plati an? < f(n) < bn?.
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Uloha ¢&.9:

Méme ostrouhly trojuholnik ABC. Body B’, ¢’ st v tomto poradi simerné s bodmi B, C' v osovej stmernosti
podla priamok AC, AB. Kruznice opisané trojuholnikom ABB’ a ACC’ sa pretinaji v bodoch A a P. Dokézte,
7e priamka PA prechéddza stredom O kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

Uloha é&. 10:

Cisla 21,73 ..., 2, z intervalu (0,1) spliaji vzfah z; + 29 + --- + 2, = m + r, kde m je celé &islo a r € (0,1).
Dokézte, ze 23 + 23 + - + 22 < m + 2.

Uloha &.11:

Pre prirodzené ¢isla x a y plati 322 + z = 4y% + v.

a) Dokazte, ze © — y je druhou mocninou prirodzeného éisla. (4 body)
b) Dokézte, ze zadana rovnica mé nekoneéne vela rieSeni. (4 body)

c) Najdite vSetky rieSenia tejto rovnice. (1 bod)

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.
Pozor, nezabudni na zmenu terminu!

Uloha ¢.12:
N4jdite prirodzené ¢islo n také, ze ¢islo a) n? — 1, b) n? — 4 m4 presne 10 delitelov.

Uloha ¢&.13:

Dany je trojuholnik ABC' so stredom vpisanej kruznice /. Osi vnutornych uhlov pri vrcholoch A a C pretinaja
kruZnicu opisant trojuholniku ABC' v bodoch Ay a Cy a tisecky BC' a BA po rade v bodoch A; a C;. Predpokla-
dajme, Ze sa priamky A;C7 a AgCy pretinaju v bode P. Dokézte, ze priamka PI je rovnobezné s priamkou AC.

Uloha &.14:

Sachovnica 3000 x 3000 je rozdelend na dominové dosticky (teda obdlzniky velkosti 1 x 2). Dokazte, Ze vieme
dominové dosticky ofarbif tromi farbami tak, aby dosticiek jednotlivych farieb bolo rovnako vela a aby Ziadna
dosticka nemala viac ako dvoch susedov takej farby, akd m4 sama.

Odporucand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vsetkych prikladov, ktoré sa doteraz v  KMS vyskytli. Pri rieSeni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 29. oktébra 2007 (pre zahranicie 26. oktébra 2007).

Kategéria GAMA: Termin odoslania rieseni je 2. novembra 2007.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk



