Koreépondenénjf Matematickjf Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci!

Dostévate do rik tvodny letak letnej casti 29. ro¢nika Korespondenéného Matematického Semindra (KMS). Této
sutaz organizovand obc¢ianskym zdruZenim Trojsten na pdde Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredogkoldkov jedine¢nou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
Gcasti na zdvereénom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympidady (MO). Mladsim
a zafinajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starsich a skusenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maji vySSie ambicie a cheeli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urcend kategéria GAMA. Tato kategéria ma
velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodntt matematick olympiddu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moZnosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategériach najdete v pravidlach. Ak méate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms . sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedent pod zadaniami.

Vela tspechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spoloéné pre kategorie ALFA a BETA

Sutaz sa sklada z dvoch nezavislych ¢asti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v rdmci Skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budd najispesnejsi riesitelia pozvani na zévereéné ststredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tloh. Zadania prvych dvoch sérii méte pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy
budt obodované po¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najvicsim
bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti strednych $kol, ktori sa nezucastnili celostatneho kola matematickej
olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si moézes vypocitat ako ko, = r+u+m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za tspesny, ak sa ti pocas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho z(castnil ako nahradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu éislo 1 mozu stifazne riesif len studenti s k, < 1 a tlohu &islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné alohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat pét regiondlnych vysledkovych listin a to pre regiény vychodné Slovensko,
stredné Slovensko, zapadné Slovensko, Bratislava a zahranicie. Na zaverecné stustredenie bude pozvanych 5 najis-
pesnejsich riesitelov z kazdého regiénu Slovenska, dalsich spoii 5 s najlepsim bodovym ziskom celkovo a najuspes-
nejsi riesitelia Matematickej olympiady. Dalsi riesitelia v poradi budd na ststredenie pozvani ako nahradnici. Vitazi
Slovenskych regiénov budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zakladnych $kol nebudt na ststredenie
pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahraniéni) $tudenti strednych $kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z dloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je sticet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a poctu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je pocet
tvojich tspesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na sustredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho ztGéastnil ako nadhradnik.
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Ulohu ¢&islo 5 mdzu stifazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategorii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zavere¢né stustredenie bude pozvanych
asponi 30 najuspesnejsich riesitelov, dalsi v poradi budu pozvani ako ndhradnici. Prvi piati budii odmeneni hod-
notnymi vecnymi cenami.

Kategoria GAMA

Sufaz prebieha celoro¢ne a pozostéva zo Siestich sérii loh. Zadania $tvrtej a piatej série si v tomto letdku, dalsie
posleme tym, ktori nam posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budd obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne riesenie
ostatnych tloh sa da ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokdzat vSeobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tloh, moze za dant tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.

Do vysledkovej listiny sa poéitaji vsetky tlohy. Vifaz dostane hodnotna vecni cenu.

Spoloéné pre vsetky kategorie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej tlohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
va$ odbornu literattru, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Samozrejme, aj v tomto
pripade zasli kompletné rieSenie. Za rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posiela$ rieSenia z izemia mimo Slovenskej Republiky, treba
to stihnif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je
peciatka na obélke) spdsobuji zna¢né organizacné problémy, vyhradzujeme si preto préavo udelit nula bodov
za vSetky riesenia odoslané po termine.

e RieSenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj rieSenia v anglictine a ¢estine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dévodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozif aj original sporného riesenia.

e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés.
Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms . sk, pripadne listu na znamu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava.

Prednasky
Riesitelom z okolia Ziliny odporti¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory ma kazdt poslednt sobotu v me-
siaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzova budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 1490, Okrem dvoch zaujimavych prednasok si mate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Nezabudnite, najb-
lizsi MaK sa kona uz 23. 2. tohto roku.

Prihlagka do letnej ¢asti KMS 2007/2008 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ...... ..o i . Datum narodenia: ......... .. ... i
SKOLA: .« ettt .
Trieda .ot so zameranim na matematiku: 4ano—nie
Pocet tucasti na celostatnom kole MO: ....................... ,z ktorych bolo ........... ... ... ..., aspesnych.

Adresa domov: . ..o .
Adresa pre postu (domov — interndt — SKola): .. ...o.iu i e .
Tel. domov: ... mobil (vlastny): ...... ...l email: ...l

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série letnej ¢asti KMS 2007/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:

Mito dostal na Vianoce novu grafickt kalkulacku a velmi sa jej potesil. KedZe nie je prili§ technicky nadany, naucil
sa na nej zatial iba zaddvat prvodisla 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29 a nasobit ich.

a) Kolko roznych vysledkov vie Mito dostat vynasobenim niektorych dvoch zo spominanych éisel?

b) Kolko roznych parnych vysledkov vie Mito dostat vynésobenim niektorych troch zo spominanych ¢isel?

(Cisla, ktoré Mifo nasobi, sa samozrejme mdzu aj rovnat.)

Uloha ¢&. 2:

Traja kamarati sedia okolo stola a pija kofolu. Kazdy ma na zaciatku vo svojom pohéari urcité nezndme mnozstvo
kofoly, dohromady jej vSak maji presne tri litre. (Predstavte si velmi velké pohére.) Prvy vezme svoj pohar a
rozdeli kofolu v nom rovnakym dielom medzi pohare zvysnych dvoch. Potom spravi so svojim poharom to isté
druhy a po nom aj treti. Nakoniec méa kazdy v pohdari rovnaké mnozstvo kofoly, ako mal na zac¢iatku. Kolko kofoly
maju jednotlivi kamarati?

Uloha é&. 3:
V rovnostrannom trojuholniku ABC' so stranami dizky 12 m najdite taky bod S, aby obsahy trojuholnikov ABS,
BCS, CAS boli v pomere 1:2: 3.

Uloha ¢&. 4:

Riso s Katkou chct sediet na svadbe za velkym kruhovym stolom s polomerom dva metre. Nepodarilo sa im vSak
zohnat iné ako kruhové obrusy s polomerom jeden meter. Poradte im, ako pokryt cely stol s pouzitim maximélne
siedmich takychto obrusov, alebo vysvetlite, preco sa to neda.

Uloha ¢&. 5:

Ondro pisal pisomku z dejepisu, na ktorej bolo 30 otézok. Pravidla bodovania hovoria, ze ak Student odpovie na x
otazok spravne, na y otazok nespravne a na zvys$nych 30 —x —y otézok sa rozhodne neodpovedat, dostane z pisomky
30 + 42 — y bodov. Ondrovi sa podarilo ziskat n > 80 bodov a hned sa s tym pochvalil Skre¢kovi. Skrecok z tohto
poc¢tu bodov dokéazal zistit, kolko mal Ondro spréavnych odpovedi. NavySe si v§imol, ze keby Ondro ziskal lubovolny

kolko otézok z pisomky odpovedal Ondro spravne?

Uloha ¢&. 6:

Najdite zvysok ¢isla 683 + 833 po deleni

a) ¢islom 7,

b) ¢islom 49. Nezabudnite uviest aj postum, kotrym ste rieSenie nasli, a dokéazat, Ze vaSe rieSenie je spravne.

Uloha ¢&.7:

Kuna rada skice po prirodzenych ¢islach. AvSak neskace hocijako, robi len nasledovné skoky: Z ¢&isla n sa vie dostat
na ¢islo 2n a naopak. Z ¢isla n sa vie taktiez dostat na ¢islo 3n + 1 alebo naopak. Vie sa z kazdého prirodzeného
¢isla nejakou postupnostou skokov dostat na ¢islo 17

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Pefko hodil 15-krdt mincou a zapisal si postupnost hldv a znakov, ktord mu padla. Potom zrital pocet dvojic
hlava-hlava, hlava-znak, znak-hlava, znak-znak, ktoré padli v dvoch po sebe idtcich hodoch. Vysli mu postupne
pocty 2,3,4,5. Kolko je roznych postupnosti, ktoré moze mat Petko zapisané?

Uloha ¢.9:

Pre ktoré prirodzené é&isla n je vyraz n? + 3" druhou mocninou prirodzeného é&isla?

Uloha ¢&.10:
Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik taky, ze |<DAC| = |[<BDC| = 36°, |[SCBD| = 18° a |SBAC| = 72°.
Uhlopriecky tohto $tvoruholnika sa pretinaju v bode P. Zistite velkost uhla APD.
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Uloha ¢&.11:

Kruznica, rozdelena na n oblikov bodmi postupne pomenovanymi 1,2, 3, ..., n, reprezentuje hraciu arénu pre dvoch
hracov, ktori sa striedaji v tahani. V jednom fahu si hra¢ vyberie dva zatial volné body (také, ktoré este nie st
koncom ziadnej Gsecky) s rovnakou paritou a spoji ich tseckou. Moze ale spojit iba také body, aby novovzniknuté
usecka nepretinala Ziadnu z predchadzajucich tsec¢iek. Prehrd ten hrac, ktory uz nemodze spravit fah. Ak obaja
hraci pouzivaja optiméalnu stratégiu, ktory z nich vyhra?

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢&.12:
Specialne egyptské ¢islo je také prirodzené &islo, ktoré sa d4 napisaf ako sti¢et nie nutne roznych prirodzenych ¢isel
so sucetom prevratenych hodnét rovnym 1. Napriklad 32 =2+ 3 +9 + 18 a zdrovenn 1/2+1/3+1/9+1/18 = 1.

.....

b) Najdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré nie st §pecidlne egyptské. V rieSeni mozte vyuzit aj pocitaé, ak tak ale
spravite, musite dokazat spravnost pouzitého programu.

Uloha &.13:
Trojuholnik ABC ma strany dlzky a, b a c. Trojuholnik A’ B’'C’ mé strany dizky a+b/2, b+c¢/2 a c+a/2. Dokézte,
7Ze obsah trojuholnika A’B’C” je aspoti 9/4 obsahu trojuholnika ABC.

Uloha ¢&.14:
N4jdi vietky funkcie f : R — R, ktoré pre kazdé realne z,y splhaja vzfah

fx+y) = f(@)f(y)f(zy).

Odportcand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tloh a
¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org
www.kalva.demon.co.uk

www.cbel.com/math recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 3. marca 2008 (pre zahranicie 29. februara 2008).
Kategoria GAMA: Termin odoslania rieseni je 6. marca 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk



KMS 2007/08 2. séria letnej Casti 5

Zadania 2. série letnej ¢asti KMS 2007,/2008
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Aky je stcet uhlov v cipoch pitcipej hviezdy? Pitfcipa hviezda je utvar ako na
obrazku, pri¢om jej strany ani uhly nemusia byt rovnako dlhé.

Uloha ¢&. 2:
Najdite Sestciferné ¢islo, ktoré kondi éislicou 6 a ked tuto ¢islicu presunieme na >>
zaciatok, dostaneme Stvornasobok pévodného ¢isla.

Uloha ¢&. 3:

Na suistredeni sa stretlo 32 Gcastnikov. Uz pred stustredenim kazdy poznal okrem
seba aspoinl 16 z ostatnych tcastnikov. Dokazte, ze tychto icastnikov nevieme roz-
delit na dve (nie nutne rovnako velké) neprazdne skupiny tak, aby nikto z jednej
skupiny nepoznal nikoho z druhej skupiny.

Uloha ¢&. 4:

Dokazte, ze ak a, b, ¢ su dlzky stran pravouhlého trojuholnika, pricom c je dlzka prepony, potom pre vietky priro-
dzené cisla k > 2 plati:

a) a® + b3 < 3,

b) a* + bk < k.

Uloha ¢&. 5:
Nech P je bod vnutri trojuholnika ABC'. Zostrojme tsecky rovnobezné so stranami trojuholnika prechadzajtce
bodom P. Obsahy troch trojuholnikov, ktoré ndm tymto vznikli, st 4, 9 a 49. Aky je obsah trojuholnika ABC'?

Uloha ¢&. 6:

Ozna¢me si dve strany trojuholnika a, b a uhly oproti nim ozna¢me «, §. Dalej ozna¢me v v¥sku na tretiu stranu
tohto trojuholnika. Dokézte, ze

a) ak a + 8 = 90°, tak 1/a® + 1/b* = 1/v?,

b) ak |a — 8] = 90°, tak 1/a® + 1/b* = 1/v>.

Uloha &.7:

Nech M je stred strany C'D v rovnobezniku ABC D. Dokézte, ze bod M lezi na osi uhla BAD prave vtedy, ked je
uhol AM B pravy.

Kategoria BETA
Ulohy é&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:
Do tabulky s velkostou 22 x 22 vpiSeme &isla 1,2,3,...,222, kazdé prave raz. Je pravda, Ze vidy vieme vybrat
dvojicu poli¢ok susediacich rohom alebo stranou tak, Ze stcet ¢isel vpisanych v tychto polickach bude delitelny 47

Uloha ¢.9:

Majme lichobeznik ABC'D, v ktorom AB || CD, |AB| > |CD|, uhol pri vrchole A je pravy, jeho uhlopriecky st
navzajom kolmé a pretinaju sa v bode O. Nech OF je os uhla AOD, pri¢om bod E je bod tsecky AD. Nech F je
taky bod na BC, ze EF || AB. Dokézte, ze |EF| = |AD|.

Uloha ¢&.10:
Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f : N — N takd, Ze pre vSetky n > 2 plati

f(f(n=1)) = f(n+1) = f(n).

Uloha ¢.11:

Uvazujme mnohouholnik s celoéiselnymi stranami taky, ze kazdé dve jeho susedné strany si na seba kolmé (ne-
musi byt konvexny). Dokazte, ze ak ho vieme pokrytf neprekryvajicimi sa dominovymi kockami velkosti 2 x 1
umiestnenymi rovnobezne s jeho stranami, tak aspon jedna z jeho stran ma parnu dlzku.
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Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA a plati pre ne termin odoslania kategérie BETA.

Uloha ¢.12:

Dokéazte, ze z Tubovolnej mnoziny deviatich celych ¢isel vieme vzdy vybratf rozne éisla a, b, ¢ a d tak, Ze &islo
a+ b — c—d je delitelné 20. Zistite, ¢i to plati aj pre Tubovolni osemprvkovii mnozinu celych éisel.

Uloha ¢.13:

Dokazte, ze existuje také ¢islo M, Ze pre kazdé prirodzené m > M existuju a,b, c € N, pre ktoré plati

m?<a<b<c<(m+1)?

a zaroven cislo abc je tretia mocnina prirodzeného ¢isla.

Uloha ¢&.14:

V ostrouhlom trojuholniku ABC mame vnutorny bod P. Priamka BP pretina AC' v bode F, priamka CP pretina
AB v bode F' a priamka AP pretina EF v bode D. Ozna¢me K pétu kolmice z bodu D na BC. Ukézte, ze KD
je os uhla FKF.

Odporucand literattira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stadium davame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia tloh, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni tychto tuloh a
¢itani vzorovych rieSeni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého. DalSie zaujimavé stranky su tiez:

www.cut-the-knot.org
www.kalva.demon.co.uk

www.cbel.com/math recreations

Kategéria ALFA, BETA: Termin odoslania rieSeni je 26. marca 2008 (pre zahrani¢ie 21. marca 2008).
Kategéria GAMA: Termin odoslania rieSeni je 31. marca 2008.

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava. www.kms.sk



