Koreépondenén}'f Matematick}'f Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci.

Dostavate do riuk Gvodny letak zimnej Casti 28. ro¢nika Kore$pondenéného Matematického Semindra (KMS). Tato
stutaz organizované obd¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredosgkolakov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
ucasti na zavere¢nom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a za¢inajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starSich a skisenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maju vyssie ambicie a chceli by uspief na celostdtnom kole MO-A je urcend kategéria GAMA. Tato kategéria ma
velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodni matematickii olympiddu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moznosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategdriach najdete v pravidlach. Ak méate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms.sk, pripadne ich poglite pisomne na adresu uvedenu pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaja
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spolo¢né pre kategorie ALFA a BETA

Sttaz sa skladd z dvoch nezdvislych casti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v rdmci skolského polroka. Na
konci kazdej Gasti budd najuspesnejsi riesitelia pozvani na zévereéné stustredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tiloh. Zadania prvych dvoch sérii méate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori ndm posla prihlasku. Ulohy
budi obodované poc¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdua sériu sa riesitelovi do poradia zapoéita 5 tloh s najvicsim
bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti slovenskych strednych $kol, ktor{ sa neztcastnili celostatneho kola mate-
matickej olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si vypocitas ako k, = r + u + m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za Gspesny, ak sa ti pocas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zGdastnil ako nadhradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu é&islo 1 mozu stfazne riesif len studenti s k, < 1 a tlohu &islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné tlohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategdrii sa bud zostavovat styri regionalne vysledkové listiny a to pre regiény vychodné Slovensko, stredné
Slovensko, zapadné Slovensko a Bratislava. Na zaverecné stustredenie bude pozvanych 5 najispesnejsich riesitelov
z kazdého regiénu, dalsich 5 s najlepsim bodovym ziskom celkovo a vybrani rieSitelia Matematickej olympiady.
Dalsi riesitelia v poradi budd na ststredenie pozvani ako néhradnici. Vifazi regiénov budi odmeneni hodnotngmi
vecnymi cenami. Ziaci zakladnych 8kl nebudi na stustredenie pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahrani¢éni) Studenti strednych $kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z uloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je sticet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a po¢tu tvojich umiestneni medzi uspesngmi riesitelmi tohoto kola. Cislo us je podet
tvojich Gspesnych semestrov (polrokov) v kategdrii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na ststredenie KMS
kategérie BETA, alebo si sa ho zGcastnil ako ndhradnik.



KMS 2006/07 1. séria zimnej casti 2

Ulohu ¢&islo 5 mdzu stifazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zavere¢né ststredenie bude pozvanych
asponi 30 najuspesnejsich riesitelov, dalsi v poradi budu pozvani ako nahradnici. Prvi piati budii odmeneni hod-
notnymi vecnymi cenami. Ak sa niekomu podari splnit podmienky pre Géast na ststredeni ALFY aj BETY v tom
istom semestri, bude pozvany na sustredenie BETY a na ststredenie ALFY bude namiesto neho pozvany dalsi
v poradi.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoro¢ne a pozostéva zo Siestich sérif tiloh. Zadania prvych dvoch sérii stt v tomto letdku a dalsie
posleme tym, ktori nam posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budi obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne riesenie
ostatnych tloh sa d4 ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokazat vSeobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tiloh, moze za dand tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.
Do vysledkovej listiny sa poc¢itaja vSetky tlohy. Vitaz dostane hodnotni vecnt cenu.

Spolo¢né pre vsetky kategérie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej ulohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
vas odbornt literatiru, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Za rieSenie vyuzivajice
vypoctovu techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo Slovenskej Republiky, treba
to stihnif do uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je
peciatka na obdlke) spdsobuji zna¢né organiza¢né problémy, a preto nebudd opravené.

e RieSenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané si aj riesenia v anglictine a Cestine a rieSenia pisané v TEXu. Z organizacnych
dévodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial m4s dojem, Ze tvoje riesenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomni staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj origindl sporného rieSenia.
e Ak ti nie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa baf spytat sa nés.

Idealny sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms.sk, pripadne listu na znadmu adresu KMS, OATC KAGDM
FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava.

Prednasky
Riesitelom z okolia Ziliny odport¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory mé kazdt poslednt sobotu v me-
siaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzovd budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 149 Qkrem dvoch zaujimavych prednasok si méate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Blizsie informécie
najdete na stranke www.maklub.tk.

Vilety

Pre vSetkych prirodychtivych sa poktsime zorganizovat aj niekolko vyletov. Aktuélne informécie o cestach do
prirody mozno najst na nasej internetovej stranke www.kms. sk.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2006,/2007 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ........ i . Datum narodenia: ........ ... ... i
) 0o .
Trieda .o so zameranim na matematiku: Aano—nie
Pocet tcasti na celostatnom kole MO: ....................... ,zktorych bolo .......... ... .. ... Gspesnych.

Adresa dOmOV: ...ttt e e .
Adresa pre postu (domov — interndt — SKola): ... e .
Tel. domov: ... . mobil(vlastny): ... cemail: Lo

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!
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Zadania 1. série zimnej casti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha &. 1:
Na plote sedia vrabce a holuby. Ked pit vrabcov odleti, na plote ostant na kazdého vrabca dva holuby. Ak potom
odleti este aj 25 holubov, ostani na kazdého holuba tri vrabce. Najdite pdvodny pocet vrabcov a holubov.

Uloha &. 2: D:”:I:‘

Na stole je poloZenych Sest kusov domina tak ako na obrazku. Aky je najmensi mozny pocet bodiek
na tychto dominach? H H
Poznamka: Na kazdej polovici domina je umiestnenych 0 az 6 bodiek, pricom na dvoch poloviciach

toho istého kusu domina mézu byt aj rézne poéty bodiek. Kazda sada domina obsahuje kazdy Dj‘:l:‘
pripustny kiisok prave raz, to znamend, ze obsahuje 28 kuskov domina.

Uloha ¢&. 3:

Ked bol Foto maly, dostal na vianoce davit kociek, na ktorych boli éisla 1,2,...,9. (Na kazdej kocke jedno, kazdé
¢islo na préave jednej.) Riza bol vtedy eSte mensi a preto kocku s ¢islom 8 zjedol. Fotovi neostalo nié iné, iba zo
zvysnych kociek vytvarat dvojciferné prvodéisla, vzdy Styri naraz. Ked ich vytvoril, zapisal ich stéet voskovkou na
stenu. Hral sa takto uz asi pol diia, ked si uvedomil, Ze je hladny a Ze uz vytvoril vSetky mozné Stvorice prvocisel.
Zistite, aké ¢isla boli na stene napisané, ked sa Foto odiSiel najest.

Pozndmka: Ruza sa najest neodisiel, pretoze rano zjedol kocku.

Uloha ¢&. 4:

Na vybratie vhodného $éfa KMS bola zostavend komisia pozostavajica z deviatich élenov. Mali vybraf z troch
kandidatov. Volili nasledovnym sposobom: Kazdy c¢len komisie si zostavi poradie kandidatov, prvému da tri body,
druhému dva body a poslednému jeden bod. Ked boli body séitané, zistilo sa, Ze kazdy kandidat ziskal iny podet
bodov a teda poradie bolo jasne uréené. Jeden c¢len komisie si vSak vSimol, ze keby kazdy ¢len komisie vybral iba
jedného kandidata, koneéné poradie by bolo presne opacné. Kolko bodov ziskali jednotlivi kandidati?

Uloha ¢&. 5:
a) Najdite vSetky prirodzené ¢isla n také, ze 2™ — 1 aj 2™ 4 1 st prvocisla.
b) Najdite vietky prvocisla p také, ze 4p? + 1 aj 6p* + 1 st prvocisla.

Uloha ¢&. 6:
Najdite vsetky prirodzené cisla n také, ze n 4+ 200 aj n — 269 st tretie mocniny prirodzenych ¢isel.

Uloha &.7:

Na ststredeni bolo 33 ucastnikov. Kazdy ucastnik pravdivo odpovedal na dve otézky: ,Kolko je na sistredeni
inych Gcastnikov s rovnakym krstnym menom ako ty?“ a ,Kolko je na sustredeni inych ucéastnikov s rovnakym
priezviskom ako ty?“. Medzi odpovedami sa kazdé z ¢isel 0 az 10 vyskytovalo aspoii raz. Ukézte, Ze na sustredeni
museli byt dvaja Gi¢astnici s rovnakym krstnym menom aj priezviskom.

Kategoria BETA
Ulohy ¢&islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢. 8:
V zéstupe je 2n bielych a 2n ¢iernych 16pt. Dokézte, Ze bez ohladu na to, ako st usporiadané, je vidy moZné najst
2n za sebou iducich 16pt, z ktorych prave n je bielych.

Uloha ¢&.9:
N4jdite vsetky trojice celych cisel z, y, z také, Ze plati

27 +3Y = 22

Uloha ¢&.10:

Numizmatik Kristidn Prislovka m4 241 minci s celkovou hodnotou 360 toliarov. (Hodnota kazdej mince v toliaroch
je prirodzené ¢islo.) Moze si byt Kristidan Prislovka isty, Ze vie tieto svoje mince rozdelit na tri kopky s rovnakou
hodnotou?
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Uloha ¢.11:

Na ostrove zije n domorodcov. Jedného diia nécelnik rozhodol, ze vSetci (vratane neho) si urobia a budd nosit
nédhrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofarebnych kamienkov. Dvaja domorodci maji mat aspoii jeden kamienok
rovnakej farby préve vtedy, ked su priatelia.

a) Dokédzte, ze domorodci mozu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimélny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit nééelnikov rozkaz? (Tento pocet
kamienkov musi byt dostatocny, nech uz st vztahy na ostrove akékolvek.)

Kategoria GAMA
Ulohy ¢&islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢.12:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' so stredom opisanej kruznice O. Nech T je stred kruZnice opisanej trojuholniku
AOC'. Bod M je stredom strany AC. Body D a E lezia po rade na priamkach AB a CB tak, ze uhly MDB a M EB
st rovnako velké ako uhol ABC. Dokézte, ze priamky BT a DE s na seba kolmé.

Uloha ¢&.13:
Priamka prechddzajtca taziskom T trojuholnika ABC pretina stranu AB v bode P a stranu C'A v bode Q. Dokézte,
ze

4.PB-QC < PA-QA.

Uloha ¢.14:
Prirodzené ¢isla z, y vicsie ako 1 spliiaji vzfah 222 — 1 = y'5.
a) Dokézte, ze x je delitelné piatimi.

.....

Odportcand literatiira

Vsetkym zaujemcom o samostatné stidium dédvame do pozornosti archiv KMS s adresou www.kms.sk/archiv/.
Mozete tam najst zadania aj vzorové rieSenia vSetkych prikladov, ktoré sa doteraz v KMS vyskytli. Pri rieSeni
tychto prikladov a ¢itani vzorovych rieseni sa isto naucite a dozviete mnoho zaujimavého.

Termin odoslania rieSeni: 2. oktéber 2006 (pre zahranicie 29. september 2006 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www . kms . sk
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Zadania 2. série zimnej casti KMS 2006/2007
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Najdite a popiste sposob, ako zostrojif trojuholnik ABC, ak je dana dlzka taznice na stranu AC, vysky na stranu
AB a velkost uhla pri vrchole B.

Uloha ¢&. 2:

Dizky zékladni lichobeznika ABCD st |[AB| =15 cm a |CD| = 9 cm a jeho vyska je 4 cm. Ked predlzime strany
AD a BC, tak sa pretnt v bode E. Bod F' je stredom strany AB, bod G je stredom strany BC. Zistite obsah
trojuholnika FFGE.

Uloha ¢&. 3:
Na strandch AB a DC obdlznika ABCD st body F a E zvolené tak, ze AFCE je kosostvorec. Zistite dizku tsecky
EF, ak viete, ze |AB| =a a |BC| =b.

Uloha ¢&. 4:
Je dany pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. Nech C'D je vyska na stranu AB, C'F je faznica
na stranu AB a CFE je os uhla BCA. (Body D, E aj F lezia na prepone AB.) Dokazte, ze [ DCE| = |[<ECF)|.

Uloha ¢&. 5:
Dlzky stran trojuholnika st tri za sebou idice prirodzené éisla. Vieme, Ze v tomto trojuholniku je os uhla kolma
na taznicu. N4jdite dizky stran tohto trojuholnika.

Uloha ¢&. 6:

Bod M lezi vnutri strany BC' rovnostranného trojuholnika ABC. Nech N je taky bod leziaci vnutri polroviny
uréenej priamkou BC' neobsahujicej bod A, Ze trojuholnik BM N je tieZ rovnostranny. Nech P, @, R su stredy
useCiek AB, BN, CM. Dokéazte, ze aj trojuholnik PQR je rovnostranny.

Uloha ¢&. 7:

Dany je trojuholnik ABC. Bod B’ je obraz bodu B v stredovej simernosti so stredom C, bod C’ je obraz bodu C
v stredovej stimernosti so stredom A a bod A’ je obraz bodu A v stredovej simernosti so stredom B.

a) Zistite pomer obsahov trojuholnikov AC'A’” a ABC.

b) ZmaZeme body A, B, C a ostant len body A’, B’, C'. D4 sa z tychto troch bodov zrekonstruovat trojuholnik
ABC? Svoju odpoved tplne zddvodnite.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik. Priamky AB, C'D sa pretinaja v bode K, priamky BC, AD sa pretinaju
v bode L. Os uhla AK D pretina priamky BC, AD po poradi v bodoch @, S, os uhla ALB pretina priamky AB,
CD po poradi v bodoch P, R. Stvoruholnik PQRS je konvexny. Dokazte, ze PQRS je kosostvorec prave vtedy,
ked sa Stvoruholniku ABC'D déa opisat kruznica.

Uloha ¢&.9:
Majme trojuholnik ABC' s tupym uhlom pri vrchole C' a bod D na strane BC taky, ze |AC| + |AB| = 2|AD|.
Taznica CM pretina priamku AD v bode N. Dokéite, ze |AN| < 2|ND)|.

Uloha ¢&.10:

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V. Kruznica s priemerom AV pretina kruznicu opisani
trojuholniku ABC v bodoch A a K. Priamka KV pretina tsecku BC' v bode M. Dokézte, ze M je stredom tsecky
BC.

Uloha ¢&.11:
V rovine je dané kruznica k(S, r) a bod A rézny od bodu S. Zostrojte na polpriamke SA bod B taky, ze |[SA|-|SB| =
= 2. Pri konstrukcii mézete pouzit iba kruzidlo. Popiste vasu konstrukciu pre kazdu polohu bodu A.
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Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha &.12:
Nech n je prirodzené ¢islo a a1 < ag < --- < agu+1 sd kladné redlne ¢isla. Dokazte, ze plati

(a1 —as+as—ag+ -+ —asy, + a2n+1)1/n > ai/n - aé/n + azl),/n - ai/n o= a%n + a;/fir
Uloha ¢&.13:

V krajine je niekolko miest a medzi nimi obojsmerné letecké linky (medzi kazdymi dvoma mestami nanajvys jedna).
Medzi kazdymi dvoma mestami sa d4 letecky prepravit tak, ze vyuzijeme nanajvys d liniek. Najkrat$ia okruznd
cesta, ktora sa d4 podniknaf, prechddza cez prave 2d + 1 miest. Dokdzte, Ze z kazdého mesta v krajine vychadza
rovnaky pocet liniek.

Uloha ¢. 14:
Dany je stredovo simerny mnohouholnik M (nemusi byf konvexny). Dokézte, Ze existuje rovnobeznik R taky, Ze
stredy jeho stran lezia na obvode mnohouholnika M a pritom mnohouholnik M je podmnozinou rovnobeznika R.

Odportcand literatira

V pripade, Ze mate zdujem o nejaka pekni knihu o matematike, napiSte nam mail na adresu mito@kms.sk, radi
vam pomozeme.

Termin odoslania rieseni: 30. oktéber 2006 (pre zahrani¢ie 27. oktéber 2006)

Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM, FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48 Bratislava. www.kms . sk



