Koreépondenénjf Matematicky Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci.

Dostavate do riuk Gvodny letak zimnej Casti 27. roénika KoreSpondenéného Matematického Semindra (KMS). Tato
stutaz organizované obc¢ianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskolakov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich mate-
matickych schopnosti a logického myslenia. Zruénosti a sktisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri
ucasti na zavere¢nom ststredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiddy (MO). Mladsim
a za¢inajucim Studentom je urcend kategéria ALFA, pre starSich a skisenejsich je kategéria BETA a pre tych, ¢o
maju vyssie ambicie a chceli by uspief na celostdtnom kole MO-A je urcend kategéria GAMA. Tato kategéria ma
velmi $pecificky ciel, ktorym je priprava Studentov na CK MO-A a aj na Medzindrodni matematickii olympiddu.
Kazdy moze, samozrejme v ramci svojich moznosti, riesit aj viac kategdrii. Podrobnejsie informécie o jednotlivych
kategdriach najdete v pravidlach. Ak méate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na
adrese kms@kms.sk, pripadne ich poglite pisomne na adresu uvedeni pod zadaniami.

Vela tispechov a radosti z rieSenia vam Zelaju
vasi organizdtori

Pravidla KMS

Spolo¢né pre kategorie ALFA a BETA

Sataz sa skladd z dvoch nezdvislych casti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebieha v rdmci skolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budi najuspesnejsi rieitelia pozvani na zévereéné stustredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tiloh. Zadania prvych dvoch sérii méate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori ndm posla prihlasku. Ulohy
budt obodované po¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapocita 5 tloh s najviésim
bodovym ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA mozu riesit len Studenti slovenskych strednych $kol, ktor{ sa neztcastnili celostatneho kola mate-
matickej olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.

Tento koeficient si vypocitas ako k, = r + u + m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto semestra. Semester povazuj za Gspesny, ak sa ti pocas neho podarilo
ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zdastnil ako nadhradnik. Nakoniec m je 1 v pripade, Ze si
ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu é&islo 1 mozu stfazne riesif len studenti s k, < 1 a tlohu &islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné tlohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia kategdrie ALFA.

V tejto kategdrii sa bud zostavovat styri regionalne vysledkové listiny a to pre regiény vychodné Slovensko, stredné
Slovensko, zapadné Slovensko a Bratislava. Na zaverecné stustredenie bude pozvanych 5 najispesnejsich riesitelov
z kazdého regiénu, dalgich 5 s najlepsim bodovym ziskom celkovo a vybrani rieSitelia Matematickej olympiady.
Dalsi riesitelia v poradi budd na ststredenie pozvani ako ndhradnici. Vifazi regiénov budii odmeneni hodnotngmi
vecnymi cenami. Ziaci zakladnych 8kl nebudi na stustredenie pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahraniéni) Studenti strednych $kol. Riesitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z dloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je sticet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a po¢tu tvojich umiestneni medzi uspesnymi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je podet
tvojich Gspesnych semestrov (polrokov) v kategérii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na ststredenie KMS
kategdrie BETA, alebo si sa ho zacastnil ako ndhradnik.

Ulohu é&islo 5 mozu stfazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len Studenti s kg < 2. Ostatné tlohy (7 — 11)
mozu riesit vSetci riesitelia.



V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zaverecné ststredenie bude pozvanych
asponi 30 najuspesnejsich riesitelov, dalsi v poradi budu pozvani ako ndhradnici. Prvi piati budii odmeneni hod-
notnymi vecnymi cenami. Ak sa niekomu podari splnif podmienky pre ti¢ast na stustredeni ALFY aj BETY v tom
istom semestri, bude pozvany na sustredenie BETY a na ststredenie ALFY bude namiesto neho pozvany dalsi
v poradi.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoro¢ne a pozostava zo Siestich sérii tiloh. Zadania prvych dvoch sérif stt v tomto letdku a dalsie
posleme tym, ktori nam posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budd obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spréavne riesenie
ostatnych tloh sa da ziskat maximélne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokazat vSeobecnejsie tvrdenie
ako v zadani niektorej z tychto tiloh, méze za dant tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.
Do vysledkovej listiny sa pocitaju vSetky tlohy. Vitaz dostane hodnotnii vecnt cenu.

Spoloéné pre vsetky kategorie

e Priklady ries samostatne. Riesenie kazdej tlohy riadne zd6vodni. V pripade, ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
va$ odbornt literaturu, uved jej ndzov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Za riesenie vyuzivajice
vypoctovu techniku spravidla nedostanes vela bodov.

e RieSenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo SR, treba to stihnif do
uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujica je peciatka na obalke)
sposobuji znacné organizac¢né problémy, a preto nebudu opravené.

e Riesenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu! Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a ¢eStine a rieSenia pisané v TpXu. Z organizacnych
dovodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

e Nedodrzanie tychto pravidiel bude viest k postihu.

e Pokial mas dojem, Ze tvoje rieSenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomnu staznost. Nezabudni
k nej prilozit aj originél sporného riesenia.

e Ak tinie je v zadaniach ¢okolvek jasné, alebo mas akékolvek pochybnosti, netreba sa bat spytat sa nés. Idealny
sposob je zaslanie e-mailu na kms@kms. sk, alebo na niektor z adries, ktoré najdes na www.kms . sk/adresy . php,

pripadne tradi¢ne, zaslanim listu na znamu adresu KMS, KATC OAGDM FMFI UK, Mlynské dolina, 842 48
Bratislava.

Prednasky

Riesitelom z okolia Ziliny odport¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory m4 kazdt poslednt sobotu v me-
siaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzovd budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 149 Qkrem dvoch zaujimavych prednasok si méate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Blizsie informécie
najdete na stranke www.maklub.tk.

Riesitelom z okolia Kosic odportéame navstivit Klub Mladych Matematikov organizovany Prirodovedeckou fakul-
tou UPJS v Kosiciach. Stretnutia sa uskutoétiuju kazdy druhy tyzdei vo stvrtok v budove fakulty na Jesennej 5
v ¢ase 16%0 — 1990, Stretnutia st uréené vsetkym stredogkoldkom. Okrem zaujimavej matematickej prednasky sa
budeme venovat rieSeniu prikladov.

Riesitelom z celého Slovenska odporic¢ame navstivit Klub Trojstenu, ktory sa uskutoéni v Bratislave diia 12. 11.
2005. Blizsie informécie najdete za zadaniami druhej série, v samostatnej pozvanke, ktora pride aj na vasu skolu a
na internetovej stranke www.kms.sk/klub.php.

Vylety
Pre vSetkych prirodychtivych sa pokisime zorganizovat aj niekolko vyletov. Aktudlne informécie o cestach do
prirody moZno néjst na naSej internetovej stranke www.kms. sk.

.............................................. TU ODSTRIENI ! -« c e eveeemne et et
Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2005/2006 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ........ i . Datum narodenia: ......... ... . i
) o) T .
Trieda oo e so zameranim na matematiku: &no—mnie
Pocet ucasti na celostatnom kole MO: ....................... , z ktorych bolo .................. ..., uspesnych.

Adresa dOmOV: .. ... e .
Adresa pre postu (domov — interndt — SKola): ... e .
Tel. domov: ......cocoviiiiiii.. . mobil(vlastny): ...l cemail: oo

Pozor! Podmienkou posielania koreSpondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!



Zadania 1. série zimnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Vieme, Ze stucet trinastich réznych prirodzenych cisel je 92. Zistite sucet dvoch najvicsich z tychto cisel.

Uloha ¢&. 2:

Dve dobré kamaratky Janka a Hanka si prvého septembra presne napoludnie nastavili ruc¢ickové hodinky na rovnaky
(sprévny) ¢as. O niekolko dni sa znovu stretli a zistili, Ze Jankine hodinky sa kazda hodinu ponahlaja o jednu
sekundu a Hankine sa kazdi hodinu omeskaji o jeden a pol sekundy. Zistite, o kolko hodin najblizsie od poludnia
prvého septembra buda hodinky oboch dievéat ukazovat rovnaky cas. Zistite tieZ, o kolko hodin budu najblizsie
ukazovat naraz spravny cas.

Uloha ¢&. 3:
Zistite, kolko roznych Stvorcifernych ¢isel mozno napisat pomocou cifier 1, 2, .. ., 8, ak maja byt vSetky cifry v éisle
navzajom rozne a vsetky zostavené ¢isla maja byt delitelné deviatimi.

Uloha ¢. 4:

O jednej skuske vieme, ze priemerny pocet bodov Studentov, ktori tiato skasku spravili, je 65. Priemerny pocet
bodov tych, ktori ju nespravili, je 35. Zistite, kolko percent $tudentov skusku spravilo, ak je celkovy priemerny
pocet bodov 53.

Uloha ¢&. 5:

V triede je 29 Studentov. Kazdy Student bud stéle klame, alebo stéle hovori pravdu. Jedného diia si $tudenti
posadali okolo okruhleho stola a kazdy z nich povedal, Ze obaja jeho susedia st klaméari. Dokazte, ze v triede je
aspon 10 studentov, ktori stile hovoria pravdu. Je mozné, aby v triede bolo presne 10 takychto studentov?

Uloha ¢. 6:

Nevedko vie, ze Hlavné namestie v Uhorkovom meste mé tvar obdlznika a je celé pokryté stvorcovymi dlazdickami
velkosti 10 cm x 10 c¢m, ktoré sa neprekryvaji. Jeho kamarat VSevedko vie, Ze polovica vsetkych dlazdiciek lezi na
okraji ndmestia. A ¢o vy, viete povedat, aké m4 toto ndmestie rozmery?

Uloha ¢&. 7:

Nekonecne vela mravcov ide za sebou popri stene domu. Prvy ide Ferdo. Druhy si udrziava od Ferda konStantny
odstup pol metra. Treti mravec ide 3/4 metra za Ferdom, $tvrty 4/5 metra a n-t§ mravec v poradi ide n/(n + 1)
metra za Ferdom. Vracajii sa domov s tilovkom pozostavajticim z piatich stebiel travy rovnakej dizky I. Najdite
najmensie mozné [, ak viete, ze kazdy mravec nesie aspon jedno steblo.

Kategoria BETA
Ulohy ¢éislo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Maéme 45 klebetnic, pricom kazda sa za posledny tyzderi dozvedela novii klebetu a chece sa o fiu podelit s ostatnymi.
Vie to urobit tak, Ze niektorej inej zavold a pritom si navzajom povedia vSetky klebety, ktoré vedia. Chceme, aby
kazda z nich vedela vsetky klebety. Na kolko najmenej zavolani to ide?

Uloha ¢&.9:
Najdite vsetky redlne riesenia stuistavy rovnic

-y = 22ox
P2 = 22y
Y3 — 22 y? — 2.

Pozndmka: Dané sustava naozaj nie je symetricka a tak to aj ma byt :-).

Uloha é&. 10:
Na planiku je 2000 miest a medzi niektorymi z nich je priama letecka linka. Pre kazdé mesto A je pocet miest
spojenych s mestom A priamou leteckou linkou rovny jednému z ¢isel 1, 2, 4, 8, ...1024. Nech S(A) je pocet ciest

z mesta A do inych miest (rdznych od A) s najviac jednym medzipristatim. Nezabudnite, Ze z mesta A do mesta
B moze viest aj niekolko roznych ciest, ktoré musime do S(A) zapoditat. Dokézte, ze ked séitame S(A) vSetkych
miest, tak ndm nemoze vyjst 10 000.



Uloha ¢&.11:
N4jdite najmensie neparne prirodzené ¢islo n > 1 s nasledujtcou vlastnostou: existuje nekonecne vela prirodzenych
¢isel, ktorych Stvorec (druhd mocnina) je rovny suctu Stvorcov nejakych n za sebou idicich prirodzengch ¢isel.

Kategéria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Nech f: R — R je takd funkcia, ze funkcie f(z) — 2% a f(x) — 3x st rasttce. Zistite, ¢i funkcia f(z) — 22 — 2 musi
byt monoténna.

Uloha ¢&. 13:

Kruznica k vpisana do trojuholnika ABC sa dotyka stran AB, BC, C A po poradi v bodoch Q, E, P. Usecka EF

je priemerom kruznice k. Priamky F'A, F'P, F'(Q pretinaju priamku BC po poradi v bodoch M, K, L. Dokazte, Ze
bod M je stredom tsecky K L.

Uloha ¢&.14:
Dokézte, Ze z Iubovolnych 200 prirodzenych &isel vieme vybraf prave 100 &isel tak, Zze stdet vybratych cisel je
delitelny ¢islom 100.

Odportcand literatiira

Zoznam odporucanej literatury k tejto sérii, ako aj k samostatnému stadiu, ndjdete na internete na adrese
www.kms . sk/kniznica.php. Na tejto adrese je tiez zoznam vsetkych knih z Kniznice KMS, ktoré su k dispozicii
nasim riesitelom, ako aj ostatnym matematickym nadsencom. Kontaktné adresa je mito@kms.sk.

Sponzori

Za sponzorstvo dakujeme firme Radoma, s.r.o. Presov.

Termin odoslania rieSeni: 10. oktéber 2005 (pre zahrani¢ie 7. oktéber 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www . kms . sk



Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2005/2006
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Maéame dany pravidelny pdtuholnik ABC DE. Néjdite sucet uhlov ACB, CAD a ADE.

Uloha ¢&. 2:
V trojuholniku ABC ozna¢me S priese¢nik osi jeho vnutornych uhlov. Bodom S vedme priamku p rovnobezni so
stranou AB. Prieseéniky priamky p so stranami AC, BC' ozna¢me po rade P, Q). Dokazte, ze |PQ| = |AP|+|BQ).

Uloha ¢&. 3:

Dany je trojuholnik ABC'. Na strane AB lezi bod D tak, Ze je v jednej tretine tejto strany blizsie k bodu A. Na
strane BC' lezi bod E tak, Ze je v jednej Stvrtine tejto strany blizsie k bodu B. Na strane AC lezi bod F' tak, ze
je v jednej polovici tejto strany. Zistite, aky je pomer obsahov trojuholnikov DEF a ABC.

Uloha ¢&. 4:

V rovine je dany trojuholnik KM S, ktory je mapou nejakého tzemia. Uzemie je rozdelené medzi tri staty, ktorych
hlavné mesté st vrcholy trojuholnika K, M, S. Kazdy bod trojuholnika patri tomu statu, ku ktorého hlavnému
mestu je najblizsie. Ak je nejaky bod rovnako vzdialeny od dvoch (troch) hlavnych miest, patri hranici tychto
Statov. Zistite, ako musi vyzeraf trojuholnik KM S, aby niektoré dva $taty nemali spolo¢nti hranicu.

Uloha ¢&. 5:
Nech C'D a BE su vysky trojuholnika ABC'. Dokazte, ze trojuholniky ACB a ADFE st podobné.

Uloha ¢&. 6:

Kruznicu k so stredom S pretinaju dve réznobezné priamky p a r. Prieseénik P tychto priamok lezi zvonku kruznice
k. Priamka p prechadza bodom S a pretina kruznicu k£ v bodoch A a B, priGom bod B lezi na tsecke AP. Priamka
r pretina kruznicu k v bodoch C' a D, pri¢om bod D lezi na tsecke C'P. Dizka DP je zhodna s polomerom kruznice
k. Vypocitajte velkosti vnutornych uhlov $tvoruholnika ABCD, ak viete, ze uhol priamok p a r je (.

Uloha ¢&. 7:

Medzi Marsom a Jupiterom st tri planétky Ko1,M19 a S11, ktoré nelezia na jednej priamke. Nasa NASA vyslala
sondu, ktora by mala okolo nich preletiet po priamke tak, aby boli vzdialenosti v8etkych troch planétok od drahy
letu sondy rovnaké. Pomozte svojim kolegom matematikom z NASA a urc¢te mnozinu vSetkych moznych drah sondy.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech bod I je stred kruznice k vpisanej do trojuholnika ABC a nech T je prienik tejto kruznice s tseckou BC.
Priamka rovnobezna s priamkou I A prechadzajica bodom T pretina kruznicu k po druhy raz v bode S. Doty¢nica
ku kruZnici k v bode S pretina tsecky AB a AC v bodoch Cy a B; (v tomto poradi). Dokézte, Ze trojuholniky
ABC a AB1(C4 st podobné.

Uloha ¢&.9:
V priestore je dany valec s vyskou 1 Ym a s polomerom podstavy 1 Ym. Najdite najmensi pocdet lopt (gual)
s polomerom 1 Ym potrebnych na pokrytie tejto oblasti.

Pozndmka: Ak véas zaujima, ¢o je ,,.Ym“, skiste sa pozriet napriklad na internetovi stranku s adresou
http://columbia.thefreedictionary.com/List+of+Prefixes+for+Basic+Metric+Units.

Uloha ¢&.10:

Po hranach kocky lozia traja pavici a v jej vnutri lieta mucha. Pavtci tvoria vrcholy trojuholnikovej siete a snazia
sa fiou chytit muchu. Maximalna rychlost asponl jedného z nich je aspori taka velkd ako maximalna rychlost muchy.
Pavici muchu chytia, ak sa nachadza vnutri stiete, alebo na jej okraji. Zistite, ¢i sa pavikom vzdy podari muchu
chytit.

Uloha ¢.11:

Kruznice so stredmi O a O’ sa pretinaji v bodoch A a B. Priamka T'T’ sa dotyka prvej kruznice v bode T a druhej
v bode T". Pity kolmic spustenych z bodov T a T" na priamku OO’ ozna¢me S a S’. Polpriamka AS pretina prva
kruZnicu znova v bode R a polpriamka AS’ druht kruznicu znova v bode R’. Dokéite, Ze body R, B a R’ leZia na
jednej priamke.



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10 a 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&. 12
Néjdite najvécsiu a najmensiu mozna hodnotu vyrazu

sin x cos y + siny cos(2z) + sin z cos(4x),

kde x, y, z st redlne ¢isla.

Prémiovd tloha za (bezvyznamny) plusovy bodik: Viete zistit (a poriadne dokazat), éi dany vyraz nadobuda vsetky
hodnoty medzi minimom a maximom?

Uloha ¢&.13:
Najdite vietky funkcie f : ZT — Z% také, Ze pre vietky kladné celé ¢isla m, n je ¢islo (m? + n)? delitelné ¢islom

f(m?) + f(n).

Uloha ¢. 14:

V rovine st dané dve kone¢né mnoziny bodov A, B. Pre kazdt mnozinu C Styroch navzijom réznych bodov
z mnoziny (AU B) existuje priamka, ktord oddeli mnozinu (C' N A) od mnoziny (C' N B) (priamka oddeluje dve
mnoziny bodov prave vtedy, ak sa body jednej z tychto mnozin nachadzaji vnutri jednej z polrovin uréenych touto
priamkou a body druhej mnoziny sa nachddzaji vnutri tej druhej polroviny). DokézZte, Ze existuje priamka, ktora
oddeluje mnoziny A a B.

Odportcand literatiira

Sedivy, J.: O podobnosti v geometrii, SMM 7. Mlad4 fronta, Praha, 1963

Horék, S.: Kruznice, SMM 16. Mlad4 fronta, Praha, 1966

Coxeter, H. S. M. — Greitzer,S. L.: Geometry revisited. Mathematical Association of America, Washington, DC,
1967.

Tieto, ako aj dalSie zaujimavé matematické knizky mozno ¢itat aj vdaka Kniznici KMS. Viac informacii n4jdes
na www.kms.sk/kniznica.php.

Niboj FKS a Klub Trojstenu.

S velkym poteSenim Vam oznamujeme, Ze diia 11. novembra 2005 sa uskutoéni dalsi roénik oblibeného Naboja
FKS. Vitani st vsSetci Studenti strednych skél, ktorych bavi fyzika. BlizSie informacie ndjdete na internetovej
stranke www.fks.sk a vo vzorovych rieseniach prvej série FKS.

Na druhy defi sa uskutoéni v poradi uz tretie vydanie Klubu Trojstenu. Ako zvycajne, budete si moct vypocut
niekolko zaujimavych prednasok z matematiky, fyziky a informatiky, stretnif sa so Studentmi z celého Slovenska
s podobnymi zdujmami a poobede si zahrat Velkt hru. Ako zvycajne, blizsie informécie mozno néjst na internetovej
stanke www.kms.sk/klub.php.

Termin odoslania rieSeni: 7. november 2005 (pre zahranicie 4. november 2005 )
Nasa adresa: KMS, OATC KAGDM FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava www.kms . sk



