Koreépondenénjf Matematicky Seminér

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského
Slovenska komisia Matematickej olympiady

Jednota slovenskych matematikov a fyzikov

Mili Studenti, uditelia a ostatni matematicki nadsenci.

Dostévate do ruk avodny letdk 26. roénika Koresponden¢éného Matematického Seminara (KMS). Tato sutaz organi-
zovana obcianskym zdruzenim Trojsten na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského
v Bratislave (FMFI UK) je pre stredoskoldkov jedineénou prilezitostou na zdokonalenie svojich matematickych
schopnosti a logického myslenia. Zruc¢nosti a skiisenosti ziskané pri rieSeni tohto seminara, pripadne pri Gcasti na
zévere¢nom sustredeni, st velmi cennou devizou aj pri rieSeni Matematickej olympiddy (MO). Mlad$im a zacina-
jucim Studentom je uréend kategdéria ALFA, pre starSich a skusenejSich je kategéria BETA a pre tych, ¢o maja
vyssie ambicie a chceli by uspiet na celostatnom kole MO-A je urdend kategéria GAMA. Tato kategdria mé velmi
$pecificky ciel, ktorym je priprava $tudentov na CK MO-A a aj na Medzindrodn(i matematick olympiadu. Kazdy
moze, samozrejme v ramci svojich moznosti, riesit aj viac kategérii. Podrobnejsie informacie o jednotlivych kategd-
riach najdete v pravidlach. Ak mate nejaké otazky alebo pripomienky, smelo nas kontaktujte e-mailom na adresach
ktoré najdete na nasSej internetovej stranke kms.sturak. sk, pripadne ich poslite pisomne na adresu uvedena pod
zadaniami.
Vela radosti z dobrych ndpadov pri rieSeni vam Zelaju vasi

organizdtori

Pravidla KMS

Spolo¢né pre kategorie ALFA a BETA

Sutaz sa sklada z dvoch nezédvislych Casti — zimnej a letnej. Kazd4 z nich prebehia v ramci $kolského polroka. Na
konci kazdej ¢asti budd najispesnejsi riesitelia pozvani na zavereéné ststredenie. Jedna ¢ast pozostava z troch sérii
tloh. Zadania prvych dvoch mate pred sebou a zadania tretej posleme tym, ktori nam poslt prihlagku. Ulohy buda
obodované poc¢tom bodov od 0 po 9. Za kazdu sériu sa riesitelovi do poradia zapoéita 5 tloh s najviac¢sim bodovym
ziskom.

Kategoria ALFA

Kategériu ALFA moZu riesit len Studenti slovenskych strednych $kol, ktor{ sa neztcastnili celostatneho kola mate-
matickej olympiady a ktorych koeficient k, je najviac 3.
Tento koeficient si vypocitas ako k, = r + u + m, kde ¢islo r je tvoj ro¢nik a ¢islo u je pocet tvojich tspesnych
semestrov (polrokov) pred zaciatkom tohoto Skolského roka. Semester povazuj za dspesny, ak sa ti pocas neho
podarilo ziskat pozvanku na ststredenie KMS, alebo si sa ho zicastnil ako ndhradnik. Nakoniec m je 1 v pripade,
ze si ziakom matematickej triedy a 0 v opa¢nom pripade.

Ulohu éislo 1 mozu stitazne riesit len studenti s k, < 1 a tilohu ¢&islo 2 len $tudenti s k, < 2. Ostatné tlohy (3 —7)
mozu riesit vSetci riesitelia.

V tejto kategdrii sa budu zostavovat Styri regionédlne vysledkové listiny a to pre regiény Vychodné Slovensko,
Stredné Slovensko, Zapadné Slovensko a Bratislava. Na zaverecné sustredenie bude pozvanych 6 najispesnejsich
rieSitelov z kazdého regiénu a dalsich Sest s najlepsim bodovym ziskom celkovo. Vitazi v regiéne budi odmeneni
hodnotnymi vecnymi cenami. Ziaci zédkladnych §kol nebudii na ststredenie pozvani.

Kategoria BETA

Kategériu BETA mozu riesit vSetci (aj zahrani¢ni) Studenti strednych s$kol. RieSitelia ALFY sa vo vysledkovej
listine BETY objavia az po sérii, v ktorej posla aspon jednu z tloh 8, 9, 10 alebo 11.

Svoj koeficient kg si vyratas nasledovne: kg = o + ug, kde ¢islo o je stcet poctu tvojich Gcasti na celostatnom
kole matematickej olympiddy a po¢tu tvojich umiestneni medzi uspesngmi riesitelmi tohoto kola. Cislo ug je podet
tvojich Gspesnych semestrov (polrokov) v kategdrii BETA, teda tych, za ktoré si bol pozvany na sistredenie KMS
kategdrie BETA, alebo si sa ho z(castnil ako ndhradnik.

Ulohu ¢&islo 5 mdzu stifazne riesit len studenti s kg = 0 a tilohu &islo 6 len $tudenti s kg < 2. Ostatné tilohy (7 — 11)
mozu riesit vetci riesitelia.



V tejto kategdrii sa bude zostavovat jedna spolo¢né vysledkova listina. Na zavere¢né ststredenie bude pozvanych
30 najaspesnejsich riesitelov. Prvi piati budi odmeneni hodnotnymi vecnymi cenami. Ak sa niekomu podari splnit
podmienky pre tcast na ststredeni ALFY aj BETY v tom istom semestri, bude pozvany na ststredenie BETY a
na sustredenie ALFY bude namiesto neho pozvany dalsi v poradi.

Kategoria GAMA

Sutaz prebieha celoroéne a pozostava zo Siestich sérii tloh. Zadania prvych dvoch st v tomto letdku a dalsie
posleme tym, ktori nAm posla prihlasku. Ulohy 10 a 11 budt obodované poétom bodov od 0 po 9. Za spravne
rieSenie ostatnych loh sa da ziskat maximalne 7 bodov. Len v pripade, ak sa niekomu podari dokézat vSeobecnejsie
tvrdenie ako v zadani niektorej z tychto tiloh, moZe za dant tlohu dostat aj 8 alebo 9 bodov.

Do vysledkovej listiny sa poc¢itaja vSetky tlohy. Vitaz dostane hodnotni vecni cenu.

Pokyny k rieseniam

e Riesenia posielaj do terminu odoslania série. Ak posielas rieSenia z izemia mimo SR, treba to stihnaf do
uvedeného zahrani¢ného terminu. RieSenia odoslané po termine odoslania (rozhodujtica je peciatka na obalke)
spodsobujil zna¢né organizac¢né problémy a preto nebudu opravované.

e RieSenie kazdého prikladu pi§ na samostatny papier formatu A4. Ku kazdému prikladu uved svoje meno,
triedu, skolu a adresu!

e RieSenie kazdej tillohy riadne zd6vodni. Priklady ries samostatne. V pripade, Ze v Casti ¢i celom rieseni pouzi-
va$ odbornu literattiru, uved jej nazov, autora, vydavatelstvo, rok vydania a stranu. Za opisané riesenie,
rieSenie vyuzivajice vypoctovi techniku a rieSenie bez zdovodnenia spravidla nedostanes vela bodov.

e Pokial m4s dojem, Ze tvoje riesenie bolo nespravne obodované, posli ¢o najskor pisomni staznost. Nezabudni
k nej prilozif aj origindl sporného rieSenia.

e Vitané su aj rieSenia v angli¢tine a CeStine a riesenia pisané v TEXu.
7 organiza¢nych dovodov nebudt opravované rieSenia pisané v inych jazykoch!

Prednasky

Riesitelom z okolia Ziliny odporti¢ame navstivit Matematicky klub (MaK), ktory mé kazda posledni sobotu v
mesiaci stretnutie v budove A Zilinskej univerzity (ruzova budova na Hurbanovej ulici oproti hlavnej poste) v ¢ase
990 — 149 Okrem dvoch zaujimavych prednasok si mate moznost s kamaratmi aj zasportovat. Blizsie informacie
najdete na stranke www.sezam.sk/"visni/MaK.html.

Riesitelom z okolia Kosic odportiéame navstivit Klub Mladych Matematikov organizovany Prirodovedeckou fakultou
UPJS v Kosiciach. Stretnutia sa uskutoc¢iiuji kazdy druhy tyzdeii vo stvrtok v budove fakulty na Jesennej 5 v ¢ase
1690 — 1990, Stretnutia st uréené vietkym stredoskoldkom. Okrem zaujimavej matematickej prednasky sa budeme
venovat rieseniu prikladov.

Vilety
Pre vSetkych prirodychtivych sa pokisime zorganizovat aj niekolko vyletov. Ich datumy, aj presné informécie fa
budu ¢akat na naSej internetovej stranke kms.sturak. sk.

Prihlaska do zimnej ¢asti KMS 2004,/2005 — poslat spolu s 1. sériou!

Meno a priezvisko: ... . Datum narodenia: ......... ... ... i,
) Y .
Trieda .o so zameranim na matematiku: Aano—nie
Pocet ucasti na celostatnom kole MO: ....................... ,zktorych bolo .......... ... ... uspesnych.

Adresa dOmIOV: ... .
Adresa pre postu (domov — interndt — Skola): ... .
Tel. domov: ..., . mobil(vlastny): ... cemail: L.

Pozor! Podmienkou posielania korespondencie domov je zaslanie 4 obalok A5 s adresami!



Zadania 1. série zimnej casti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha &.1:

ObdlZnikovy platok mamutieho misa vazil 6 kg. Rozdelili si ho traja praludia. Najprv obdiznik rozrezali na dva
kusy. Kratko na to jeden z nich znovu rozrezali na dva kusy. Oba tieto rezy boli rovné. Vznikli takto tri trojuholniky
a kazdy praclovek si zobral jeden. Jeden z nich mal kus tazky ako aritmeticky priemer zvysnych dvoch. Kolko vazili
kusy mésa?

Uloha ¢&. 2:

Na like nasli liéne koniky planik spolocenskej hry. Planik bol podobny ako pri hre ¢lovece. Na planiku bola uzavreta
cesticka s poli¢kami. Dalo sa teda hopkat dookola. Styri koniky sa postavili na §tyri za sebou idtice policka. Koniky
vedeli skakéat prave o Styri policka. Koniky sa chvilu hrali a skékali v smere hodinovych ruciciek. Ked skondili, boli
opéf na tych istych styroch polickach, z ktorych zadali. Zistite, ako vSelijako mohli byt na konci zoradené ak viete,
ze na planiku bolo 14 polic¢ok.

Potom sa hrali ich Siesti kamarati, ktori vedia skdkat o 4, 5, 6, 7, 8 a 9 poli¢ok. Zacinali zo 4., 5., 6., 7., 8. a
9. policka (bolo to Sest za sebou iducich poli¢ok). Kazdy zacinal z policka s takym ¢islom, o kolko poli¢ok vedel
skédkat. Planik mal 2004 policok. Zistite, ako vselijako mohli byt na konci usporiadné, ak skondéili hru na tej istej
Sestici polic¢ok, na ktorej zacinali.

Pozndmka: Pri tejto hre nezalezi na poradi, v akom koniky skacu. V priebehu hry, nie vSak na konci, moze stat na
jednom policku aj viacero konikov.

Uloha ¢&. 3:

Majme pravidelny $tvorboky ihlan so $tvorcovou podstavou ABCD a vrcholom V. Oznaéme K stred hrany AB.
Bod L je v 1/9 hrany CD, blizsie k bodu C. Bod M je v 1/4 hrany BV, blizsie k bodu V. Bod N je v 1/4 hrany
CV, blizsie k bodu V. Porovnajte dizku dvoch ciest z K do N:

a) |[KL|+|LN]|
b) |[KM|+ |[MN]|.
Uloha ¢&. 4:

Na ostrove piadimuzikov zaviedli novii menu. V novej mene platia takéto mince: 1 LI = 10 LILI, 1 LILI = 10 LILILI
a 1 LILILI= 10 LILILILI. Zistite, kolko je sposobov, ako v LI, LILI, LILILI a LILILILI zaplatif sumu 2004 LILILILI.

Uloha ¢&. 5:

Skupinka troch turistov iducich rychlostou 6 km/h a jeden cyklista iduci rychlostou 30 km/h sa vybrali na cestu
z dediny A do dediny B, ktoré st vzdialené 45 km. Neznie to dobre, ale je to tak. Cyklista moze odviezt jedného
cestujuceho. Najdite najkratsi ¢as, za aky celd partia moze dorazit do dediny B a sposob, ako tento ¢as dosiahnut.

Uloha ¢&. 6:

V hoteli je 10 izieb umiestnenych na jednej chodbe oéislovanych od 1 po 10 v tomto poradi. Host si moze bud
objednat jednu izbu na dva po sebe idice dni, alebo dve susedné izby na jeden deni. Nadjomné je 1 dukét na izbu
a den. Turistickd sezdéna trva 50 dni. Je zname, Ze izba ¢islo 1 nebola obsadena prvy a izba ¢islo 10 posledny den
sezony. Dokazte, ze majitelia na ndjomnom neziskali viac ako 496 dukatov.

Uloha ¢&. 7
Existuje v rovine 100 priamok takych, ze ziadne tri sa nepretinaji v jednom bode a spolu sa pretinaji prave v
2004 bodoch?

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Nech a; = 0, az = 1 a pre n > 2 nech &islo a,, = @, _1a,_2 vznikne spojenim &isel a,_1 a a,_» sprava dolava.
Postupnost dalej pokracuje takto: a3 = @za; = 10, a4 = azas = 101, a5 = azaz = 10110. Najdite vSetky n, pre
ktoré je a,, delitelné ¢éislom 11.

Uloha ¢&. 9:

Mame 1001 obdlznikov s celo¢iselnymi dizkami stran nepresahujicimi 1000. Dokézte, ze z nich vieme vybraf tri
(nazvime ich A, B a C) tak, ze A sa zmesti do B a B sa zmesti do C.

Pozndmka: Ak st dva obdlzniky rovnaké, zmestia sa jeden do druhého.



Uloha ¢. 10:

V piesku na Dunajskej plazi st napisané ¢isla 19 a 82. Kazdy den prejde okolo nich kajakar Raza a s ¢islami urobi
jednu z troch moznych zmien: obe ¢isla zvysi o jedna, obe ¢isla umocni na druhd, alebo jedno z ¢isel zvysi o jedna
a druhé umocni na druht. MoéZe sa stat, Ze jedného diia budu obe ¢isla rovnaké?

Uloha ¢.11:
Dany je koneény pocet §tvorcov, pricom stucet ich obsahov je 1/2. Ukézte, Ze ich je moZné umiestnit do Stvorca so
stranou 1 tak, aby sa neprekryvali.

Kategoria GAMA
Ulohy ¢slo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

Dané je postupnost {a;}$°; prirodzenych ¢isel, pricom a; nie je delitelné piatimi a pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1
plati a,11 = an + by, kde b, je &islica na mieste jednotiek ¢isla a,,. Dokézte, ze postupnost a,, obsahuje nekonec¢ne
vela mocnin dvojky.

Uloha ¢.13:
Najdite prirodzené ¢isla a, b tak, aby vyraz
b [2a—b

4V 2a+b

bol ¢o najvacsim prvocislom.

Uloha ¢.14:

KruZnice ki a ko sa navzajom dotykaju zvonka v bode A a sti¢asne sa obe dotykaju zvnitra kruznice k v bodoch
Ay a As. Bod P je jeden z prieseénikov spolo¢nej vnitornej doty¢nice kq a ko s kruznicou k. Nakoniec, body B; st
druhé prieseéniky priamok PA; s kruznicou k; (i = 1,2). Dokézte, Ze priamka By By sa dotyka oboch kruznic k1,
ko.

Odportcand literatira

Sedlaéek, J.: Co vime o piirozenych é&islech, SMM 2. Mlad4 fronta, Praha, 1961

Vesely, F.: O délitelnosti celjch éisel, SMM 14. Mladé fronta, Praha, 1966

Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy rieSenia matematickych uloh

Vrba, A.: Kombinatorika, SMM 45. Mlad4 fronta, Praha, 1980

Herman, J. - Kuéera, R. - Simsa, J.: Metody feseni matematickych tloh I. Statni pedagogické nakladatelsvi, Praha,
1990.

Vilenkin, N. L.: Kombinatorika. SNTL —Mir, Praha— Moskva, 1977.

Vrba, A.: Princip matematické indukce, SMM 40. Mlada fronta, Praha, 1977

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Mac Lane, S—Birkhoff, G.: Algebra. ALFA, Bratislava, 1974.

Engel, A.: Problem—solving strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998.

Termin odoslania rieseni: 4. oktéber 2004 (pre zahranicie 1. oktéber 2004)
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



Zadania 2. série zimnej ¢asti KMS 2004 /2005
Kategoria ALFA

Uloha ¢&. 1:
Do kruZnice s polomerom 1 vpiSeme obdlZnik so sirkou b a vyskou h a rovnoramenny trojuholnik so zakladiou
dlzky b, ktora je stc¢asne stranou obdlznika. Pre aké hodnoty h majt obdlznik a trojuholnik rovnaky obsah?

Uloha ¢&. 2:
Zostrojte lichobeznik ABC'D, ak poznate dlzky jeho uhlopriecok, dizku priecky spajajicej stredy nerovnobezngch
protilahlych stran a jeden z uhlov pri zékladni.

Uloha ¢&. 3:
Mame dant kruznicu k, priamku p a ¢islo r. Najdite vSetky kruznice, ktoré sa dotykaja priamky p a kruznice k
a maja polomer velkosti . Dotyk kruznic uvazujte vnitorny aj vonkajsi. Prevedte diskusiu o pocte rieseni.

Uloha ¢&. 4:
Mame pravouhla suradnicovt sustavu (kartezidnsku). Body A, B, C, D majua porade stradnice [0, 0], [4, 3], [3, 1],
[4, 0]. Dokézte, ze velkost uhla BAC je rovné velkosti uhla CAD.

Uloha ¢&.5:
V rovine lezi piat bodov O, A, B, C, D, pricom A, B, C, D st vrcholmi konvexného $tvoruholnika. Pre ich
vzdialenosti plati |OA| < |OB| < |OC| < |OD|. Dokézte, ze pre obsah P $tvoruholnika ACBD vzdy plati

1

P < -(JOA| + |ODJ|)(|OB| + |0CY|).

O |

Zistite, kedy nastéva rovnost.
Pozndmka: Stvoruholnik je konvexny prave vtedy, ked kazdy jeho vnutorny uhol je mensi ako 180°.

Uloha ¢&. 6:

Maéame pravouhly rovnoramenny trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. K nemu je prilozeny pravouhly
rovnoramenny trojuholnik CDE s pravym uhlom pri vrchole C' tak, ze polpriamka C'D je totozné s polpriamkou
CB. Ozna¢me P, Q, R, S porade stredy tsetiek AB, BD, DE a EA. Dokézte, ze stvoruholnik PQRS je stvorec.

Uloha ¢&.7:
Vnutri daného uhla s vrcholom V je dany bod P. Vedte bodom P priamku p tak, aby mal trojuholnik AV B
minimélny obsah, pricom A, B st priese¢niky priamky p s ramenami uhla.

Kategoria BETA
Ulohy ¢islo 5, 6, 7 st rovnaké ako v kategérii ALFA.

Uloha ¢&. 8:

Na strane BC lichobeznika ABCD (AB || CD) je zostrojeny bod P tak, ze |SAPM| = |[SDPM]|, kde M je
priesecnik uhlopriecok AC' a BD. Dokaite, ze bod B je rovnako vzdialeny od priamky DP ako bod C od priamky
AP.

Uloha ¢&.9:

Je dany uhol s vrcholom O a kruzZnica k, ktord sa dotyka jeho stran v bodoch A a B. Polpriamka p prechadza
bodom A, je rovnobezna s OB a pretina kruznicu k v bode C. Usecka OC' pretina kruznicu k v bode E. Priamky
AF a OB sa pretinaju v bode L. Ukazte, ze plati |OL| = |LB].

Uloha ¢&.10:
Ukéazte, ze v euklidovskej rovine neexistuja 4 body také, Ze vzdialenost medzi kazdymi dvomi bodmi je nepéarne
prirodzené ¢islo.

Uloha ¢.11:
V trojrozmernom priestore je danych n bodov A, Ao, ..., A, tak, Ze kazdé tri z nich tvoria trojuholnik s jednym
uhlom viésim ako 120°. Dokazte, Ze je mozné pospajat vSetky tieto body do lomenej ¢iary A;,, A, ..., A;, tak,

.....



Kategoria GAMA
Ulohy ¢islo 10, 11 st rovnaké ako v kategérii BETA.

Uloha ¢&.12:

N4jdite v8etky redlne rieSenia (z1,...,x5) sistavy nerovnic
(2] — mg25) (25 — wsw5) < 0
(22 — x43:1)(x§ —x4x1) < 0
(22 — z529) (22 — w570) < 0
(x3 — zy23) (22 —z123) < 0
(22 — zomy) (23 — zomy) < 0

Uloha ¢&.13:

Najdite vsetky prvocisla p, q, pre ktoré je zlomok

(57 - 20)(5 - 27)
pq

celym cislom.

Uloha ¢&.14:

Kruznicu vpisanu trojuholniku ABC ozna¢me k a body jej dotyku so stranami BC a AC postupne D; a ;. Na
strandch BC a AC zvolime body Dy a Es tak, aby |CDy| = |BD;| a |CE3| = |AE;|, bod P je priese¢nik tseciek
ADy a BE;. Kruznica k pretina tsecku ADs v dvoch bodoch, ten blizsie k bodu A oznacime Q). Ukazte, ze plati
|AQ[ = [D2P|.

Odportcand literatira

Sedivy, J.: O podobnosti v geometrii, SMM 7. Mlad4 fronta, Praha, 1963

Hecht, T. — Sklenarikova, Z.: Metddy rieSenia matematickych uloh

Fondd, T. —Maxian, M: Geometrické perlicky. Metodické centrum v Bretislave, Bratislava, 1997.

Larson, L. C.: Metddy rieSenia matematickych problémov. ALFA, Bratislava, 1990.

Coxeter, H. S. M. — Greitzer, S. L.: Geometry revised. Mathematical Association of America, Washington, DC, 1967.
Engel, A.: Problem—solving strategies. Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidelberg, 1998.

Termin odoslania rieSeni: 1. november 2004 (pre zahranicie 29. oktéber 2004)
Nasa adresa: KMS, KATC FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava kms.sturak.sk



