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Vzorové riesenia

1. Pozrime sa na celil situdciu z pohladu bodu Q.

Situdcia ) = A mobze nastat iba v pripade P = A, potom ale priamka P@ nie je definovand, a preto nechidme
tento pripad tak.

V pripade Q = S je trojuholnik AQP pravouhly, rovnoramenny s dizkou odvesien |AQ| = |PQ)|. (Na obrazku ide
o trojuholnik AQ'P’.) Pouzitim Pytagorovej vety vypocitame dizku prepony |AQ|? = 2|AP|?. V tomto pripade teda
plati |AP| : |AQ| = V2.
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obr. 1

Ak bod @ je vniatornym bodom oblika AS, potom aj P je vnitornym bodom oblika AB. Nasledujace tvahy
budt platit bez ohladu na to, ¢i lezia body P, @ v ,hornej“ alebo ,,dolnej“ polrovine uréenej priamkou AB, pripadne
kazdy v inej.

Oznacme X patu kolmice prechadzajtacej tymito bodmi na priamku AB. V takomto pripade existujt trojuholniky
APB a AQS. Talesova veta nam o nich hovori, ze st pravouhlé a preto pre ne plati FPuklidova veta o odvesne,

konkrétne |[AP|? = |[AX|-|AB| a |AQ|? = |AX| - |AS|. Potom ale

|AB]
|AP|* = WMQP = 2|4Q",

pretoze S je stred tisecky AB. Hladany pomer je teda v tomto aj v predchadzajicom pripade |AP|: |[AQ| = v/2.

2a. Oznaéme si dizky tseciek ako na obr. 2, &ze: [AK| = a, |BM| = b. Potom podla zadania mame |AC| = 2b,

|BC| = 2a. Vyjadrime si dvojako obsah trojuholnika ABC" C
BOIAK| _26* _ o |ACIBM| _ 2 _,
2 2 0 T UABeT 2 T2

Teda a? = b? a kedze st obe kladné (sti to dizky Gseciek), tak @ = b. Trojuholnik ABC je teda
rovnoramenny. Preto |4 ABC| = | BAC|. Trojuholniky AK B a C'SB st pravouhlé, mézeme

pouzit vztahy pre sinus a kosinus uhla «. Z trojuholnika AK B méame sina = % = ﬁ 2b 2a
a z trojuholnika C'SB cosa = % = 2= %. Po dosadeni z prvej rovnice do druhej
dostavame postupne
M b | a K
1 : 1 : 1 o
cosa = — — 2sinacosa=- —= sin(2a)=-. : L)
4sin o 2 2 A g B

TA4to rovnica mé na intervale (0° ,180°) dve rieSenia a to oy = 15° a ae = 75°. Ked7ze shicet
uhlov v trojuholniku je 180°, rieSeniami st trojice (15°,15°,150°) a (75°,75°,30°).

Komentdr. Moznosti, ako riesit tito Glohu je samozrejme viacero. Prednostou vyssie uvedeného riesenia je to,
ze netreba zvlast rozoberat pripady ostrouhlého a tupouhlého trojuholnika, nakolko vsetky pouzité vzfahy platia
rovnako v oboch pripadoch. Naslo sa dost rieseni, ktoré vyuzivali sinus uhla ACB, pri ktorych bolo odvodenie
rovnice iné v pripade tupouhlého trojuholnika.

obr. 2
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2b. Podla zadania |YBAC| = 100° a |[AB| = |AC] , ¢ize |SABC| = |SACB| = 40° a zrejme |[SDBC| = |[<ADBA| =
= 20°. Na polpriamke BC' si zvolme bod E tak, aby |BD| = |BE|. Zrejme bod F bude lezat na Gsecke BC' (skiste
si rozmysliet preco). Teraz vieme, 7e |IBDE| = |[<BED| = M =80°, |[<BDA| =60° a | EDC| = 40°.

Kedze |9 EDC| = |4 ECD| nutne |ED| = |EC|. Teraz si zvolme bod F na polpriamke BA tak, aby |BD| = |BF]|.
Tymi istymi Gvahami ako vyssie zistime, ze [ BDF| = [{BFD| = 80° , a z toho, ze | BDA| < | BDF| zistime, ze
F lezi za bodom A. V&imnime si, ze | FAD| = 80° , teda trojuholnik DAF je rovnoramenny a plati |[AD| = |DF|.
Body E a F smesi zvolili tak dobre, 7e |BE| = |BD| = |BF| a |XEBD| = |4 DBF|, teda trojuholniky BDE a BF D
st zhodné, ¢ize |F D| = |DE|. Teraz zritame

|BD|+ [DA[ = [BE|+[AD| = |BE| + |F'D| = |BE| + |ED| = |[BE| + |EC| = |BC| .

A prave toto sme chceli ukazat.

obr. 3

3a. Predpokladajme najprv, ze |AB| < |BC/|. Prieseénik priamky N P s uhloprieckou BD ozna¢me X . Viimnime si,
7e bod P je obrazom bodu M v osovej simernosti podla zvisle] osi simernosti obdi#nika ABC'D. Preto je BP osou
uhla ABC' (rovnako ako je podla zadania AM osou uhla BAD). Bod N je teda obrazom bodu A v osovej simernosti
podla BP, a teda | PAM| = | PN M]|. Este si uvedomme, ze |[JANB| = 45° a kvdli spomenutej symetrii podla
zvisle] osi obdi#nika plati

D C
A DBC| = |4 DAC] a |[IDAC|+ |[SPAM| = 45°.
Odtial uz Tahko dostaneme, ze
|IBXN| = 180° — [SXNM| — [JANB| — |¥XBN| = N
= 180° —45° — ([SPAM|+ |3 DAC|) = 90°.
P
V pripade |[AB| > |BC| je Gvaha analogickd, na zaver vsak dostaneme |JDAC| — f
— |APAM| = 45°. M
X BXN| = 180° — (|YANB| — [ XNM|) — |SXBN| =
= 180° — 45° — (|9« DAC| — |[S PAM]) = 90°. 4
A B

No a napokon v pripade |AB| = |BC| je Gtvar ABC'D $tvorec, body M a P sply- b

., . ., . .y Coqe . , . ., I. .
vaju spolu s prieseénikom jeho uhlopriecok do jediného bodu a floha sa redukuje na trividlne tvrdoeme o kolmosti
uhlopriecok stvorca.

3b. Bez ujmy na vseobecnosti, nech sa body A, B, C, D nachadzaja na kruznici k& v poradi A, C, B, D proti smeru
hodinovych rudic¢iek. Ked dokdzeme tvrdenie pre toto poradie bodov, bude platit aj v pripade, ked budii body v
poradi A, D, B,C, lebo oba pripady sii osovo siimerné podla priamky AB. Bod P bude patrit jednému z oblikov
AC,CB,BD, DA (samozrejme okrem samotnych bodov A, B, C| D). Staé¢i ndm uvazovat pripad, ked P je bodom
oblika DA. V ostatnych pripadoch staéi v nasledujlicom popise navzajom zamenit urcité pismend (ked P lezi na
obliku AC, staéi vymenit C' a D a sticasne X a Y; ked P je bodom oblika C'B, zamenime C' a D, X a Y a si¢asne
A a B; v poslednom pripade, ked P lezi na obliku BD, zamenime body A a B) a dostaneme korektny ddkaz pre
ten-ktory pripad.

Ekvivalenciu zo zadania dokdzeme ukidzanim oboch implikacii. Oznacme si najprv jednotlivé body a kruznice tak,
ako je to na obrazku 5. Najprv predpokladajme, ze priamky AB a C'D st na seba kolmé a snazme sa ukazaft, ze
sa priamka SP dotyka kruznice opisane]j trojuholniku XY P. Kedze C'D je priemer kruznice k, uhol CPD je pravy.
Uhol Y PX je susedny k uhlu C'P D, preto je tiez pravy, z coho podla Talesovej vety vyplyva, ze stred O kruznice !
opisanej trojuholniku XY P lezi v strede tisecky XY, a teda na priamke AB.



Dalej podla predpokladu vieme, 7e aj uhol Y SD je pravy, lebo body Y, S tie7 lezia na priamke AB. Ked potom
oznacime |4 PDS| = 3, dostdvame | PCD| = 90° — 3 = |4 DY S| = |[<PYO|. Ked7e body Y a P lezia na kruznici
[, trojuholnik PY O je rovnoramenny so zikladiiou PY| teda |[SPYO| = |XY PO|. Podobne aj trojuholnik PCS
je rovnoramenny a |{PCS| = |[4SPC|, z ¢oho dostdvame |4V PO| = |4 SPC|. Nakolko je uhol X PY pravy, plati
|[ISPO| = [FSPX| + [FXPO| = |[FSPC|+ 90° — |XY PO| = 90°. Pretoze bod P ako priese¢nik priamky SP s
kruznicou [ je jediny mozny dotykovy bod priamky SP s kruznicou ! a priamka SP je v tomto bode kolma na polomer
OP, je aj dotycnicou ku kruznici I, ¢o sme cheeli ukazat.

Teraz predpokladajme, ze priamka SP sa dotyka kruznice [, pricom zrejme P je ich dotykovy bod. Aj teraz
vieme povedat, ze uhol C'PD je pravy, lebo C'D je priemer kruznice k.

Uhol YPX je susedny k uhlu C'PD, preto je tiez pravy, a preto stred

O kruznice [ opisanej trojuholniku XY P lezi v strede Gisecky XY a teda P
na priamke AB. Podla predpokladu je uhol SPO pravy. Pre tento uhol
dostdvame rovnost |[FSPO| = |[4SPX| + |SXPO| = |[4SPX| + 90° —
—|XY PO, ktorej Gpravou zistime, 7e |[<Y PO| = |[FSPC|. Kedze body Y v
a P lezia na kruznici /, trojuholnik PY O je rovnoramenny so zdkladinou

PY, teda |[JYPO| = |[SPYO| = |4DY S|, lebo bod O lezi na priamke
AB. Obdobne, trojuholnik PC'S je rovnoramenny a |[4SPC| = |XSCP]. i k
Teda |IDY S| = |4SCP| = |4 DCP| =90° — |4 PDC| = 90° — |XY DS|,

7 ¢oho porovnanim lavej a pravej strany dostaneme pre trojuholnik DY S

rovnost [ DY S|+ |4V DS| = 90°, a teda ze uhol Y.SD je pravy. A kedze obr. §
body Y, S lezia na priamke A B, ukazali sme, ze priamky AB a C'D s na

seba kolmé. Tym je tvrdenie zo zadania dokazané.

D

h
=
D

4a. Ked7e body Ai, By, Cy st patami kolmic z bodu P na vysky trojuholnika ABC, tak potom body A;, B,
C1, P, V, kde V je ortocentrum trojuholnika ABC', lezia na Talesovej kruznici nad priemerom PV. Pouzitim vety
o obvodovom uhle zistime, ze uhly v trojuholniku A; B;C} s zhodné s uhlami v trojuhoniku ABC' (skiste si
sami dokazat). A teda trojuhonik A; B;C je podobny s trojuholnikom ABC'. Aby bol obsah trojuholnika A; B;C}
maximélny, musi byt koeficient podobnosti ¢o najvicsi, a teda aj polomer kruznice opisanej trojuholniku 4; By C'; musi
byt najvacsi mozny. A to je vtedy, ked je |V P| maximélne (Iebo V P je priemer kruznice). Také P lezi na priesecniku
kruznice opisanej trojuholniku ABC' s polpriamkou V.S, kde S je stred kruznice opisanej AABC. To ukizeme
jednoducho pomocou trojuholnikovej nerovnosti. Nech P’ je Tubovolny bod kruznice okrem P, potom |V P’| < |V S|+
+|SP'| = |VS|+|SP| = |V P|. Takze mame hladany bod P, ak bod V je rdzny od bodu S, &ize ak trojuholnik ABC
nie je rovnostranny. Ak je, tak potom bod V splyva s bodom S a pre kazdy bod P je obsah trojuholnika A; B, Cy
rovnaky. A teda tu mézeme zvolit Tubovolny bod kruznice.

4b. Stred vpisanej kruznice nazvime S, bod jej dotyku so stranou AB nazvime E a bod, ktory je prienikom priamky
FG s osou uhla BAC, nazvime X. Trojuholniky SFX a SEX s osovo simerné a preto |[SFX| = [JSEX]|.
Trojuholnik F'GS je rovnoramenny, preto plati aj [FSGF| = |[FSFG| = [4SEX|. Ideme ukizat, ze body S, F, X a
G lezia na jednej kruznici. Tento dékaz si rozdelime na tri pripady.

1. Bod X lezi vnatri trojuholnika ABC'. Vtedy [4SGX| = |[<SGF| = |[<SEX| az vety o obvodovom uhle dostavame,

7e tieto body lezia na kruznici.

2. Bod X lezi na strane BC'. Vtedy je bod X zhodny s bodom G a body S, F, GG zjavne na nejakej kruznici lezia.
3. Bod X lezi mimo trojuholnika ABC. Vtedy |JSEX| = |[4SGF| = 180° — |[FSGX| a z vety o obvodovom uhle

opat dostdvame, 7e tieto body lezia na kruznici (resp. vidime, ze stvoruholnik SEXG je tetivovy).

A E B
obr. 6 obr. 7

Vieme teda, 7e bod X lezf na kruznici opisanej trojuholniku SEG. Stvoruholnik SEBG je tetivovy, preto aj
bod B lez{ na kruznici opisanej trojuholniku SEG. Cize vetkych tychto pat bodov lezi na jednej kruznici. Z vety



o obvodovom uhle opat dostdvame |JSX B| = [FSGB| = 90°, ¢o znamend, ze prave bod X je patou kolmice z bodu
B naosuhla BAC. A tym SEX| teda vlastne QED (ked si pozriete ako blizko s na kl4dvesnici Q so S a D s X uverite,
7e to bol naozaj len preklep ... ).

5a. Oznaéme S stred kruznice k vpisanej trojuholniku ABC a V prieseénik vySok trojuholnika ABC' (vieme, 7e sa
vietky tri vysky pretinaji v jednom bode). Ukdzeme, ze ked vysky vytinaji na kruznici vpisanej trojuholniku A BC'
tetivy rovnake) diiky, potom musi byt trojuholnik rovnostranny.

Mézeme rozlisovat dva pripady: Trojuholnik ABC' je ostrouhly; trojuholnik ABC' nie je ostrouhly. Pozrime sa
naJprV na druhy pripad. V takomto trojuholniku existuje vyska, ktord nepretina k, v krajnom prlpade sa jej dotyka,
teda dizka tetivy je nulova. Existuje vsak aj vyska, ktord ju pretina a vytina tak tetivu nenulovej dlzky Neplati teda
predpoklad o rovnosti dizok tetiv. Zoberme si teda ostrouhly trojuholnik. Mame tri priamky, prechadzajice bodom
V, ktoré vytinaji rovnako dlhé (nenulové) tetivy na k. Ak4 mdze byt poloha bodu V? Ak maji nase tetivy rovnakt
diiku, potom musia byt vzdialenosti vySok od stredu vpisanej kruznice rovnaké (myslia sa tym vzdialenosti bodu S
od priamok, na ktorych lezia vysky). Oznacme si tGto vzdialenost r. Ak » > 0, vytvorime kruznicu [ so stredom v bode
S a polomerom r. Vysky st dotyénicami [ a prechadzaja tym istym bodom V. Ale vieme, Ze kruznica méa maximaélne
dve dotycnice vedené z jedného bodu. Musia sa nam teda dve dotyénice zhodovat. Ale vysky trojuholnika nemdzu
byt totozné. Nakoniec sa pozrime na pripad » = 0. V tomto pripade V = S a tetivy maja dizku 2p (kde p je polomer
vpisanej kruznice). Lahko sa ukéze, ze trojuholnik mus{ byt rovnostranny. V rovnostrannom trojuholniku je navyse
splneny predpoklad a koneéne moézeme tvrdit, Ze zo vsetkych trojuholnfkov jedine v rovnostrannom trojuholniku
vytinaji vysky na vpisane) kruznici rovnako dlhé tetivy.

5b. Nebudeme sa zaoberat okrajovym pripadom, ked stt body M a N totozné s vrcholmi trojuholnika A BC', nakolko
pripustnost tejto situdcie (v ktorej, mimochodom, tvrdenie neplati) je z4visla od interpretacie slov ,na strane AC.“

C

obr. 8

Ked oznaéime o = |4 BAC|, zrejme |[SCBN| = |[SMBN| = |INBA| = a a ked vezmeme do Gvahy, 7e stcet
velkosti vnatornych uhlov v trojuholniku je 180°, Tahko dopoéitame aj uhly |[SANB| = 180° — 2« a |[SCNB| =
= 2a = |INBC| (pozri obrazok). Vsimneme si teda dva rovnoramenné trojuholniky ABN a BNC, v ktorych
|AN|=|BN|a |BC|=|NC|.

Menelaova veta pre trojuholnik C'N B nam pre body A, L a X leziace na jednej priamke dava

|CA[[NL||BX| _

|AN||LB| |XC]
a z Menelaovej vety pre trojuholnik C'M B a body N, K a X, ktoré tiez lezia na jednej priamke, dostaneme
|CN| MK

Vydelenim tychto rovnic dostaneme

|AN||LB| [CN| [MK|

a po Uprave

ICA|INL| _ |CN||MEK
|AN[|ZB| ~

Ked bude platit ||JLV§|| = ||JIV([§||, body L a K budu delit porade isecky N B a M B v rovhnakom pomere, je teda zrejmé,

— — —
7e trojuholniky BM N a BK L budt rovnolahlé, a teda KL || MN = AC. Sta¢i ndm teda dokazat
|CAl  |CN]
|AN|  |[NM|’



Upravou lavej, resp. pravej, strany pouzitim uz spominanych vztahov |AN|=|BN|a |CN|=|CB| dostaneme

(CAL _ [CNI+INA| _|CN| | _[CB]
[AN[ T JAN] AN T BN T
resp.
CN| _ JoM]+|MN| _ |oM|

INM| [NM| - NM|

a tak je dokazovana rovnica ekvivalentné s rovnicou

|CB|  |CM]
|BN|  |[NM|’

T4 je vsak splnend, lebo v Tubovolnom trojuholniku deli os uhla protilahlti stranu v pomere prilahlych a pouzitim
tejto vety pre trojuholnik C'N B a os BM uhla N BC' dostavame prave poslednt rovnicu. Tym je tvrdenie dokazané.

Iné riesente: Ukadzme si este riesenie, ktoré nepouziva Menelaovu vetu. T4 totiz nie je medzi stredoskolakmi prilis
znadma.

Pouzitim sinusovijch viet v trojuholnikoch ALN a BLX (vieme, ze |[SALN| = |[<BLX]|) dostaneme

|AL|  sin|JANL|  sin(180° — 2«) sin(2a) sin|[JLBX|  |LX]|

|AN|  sin|[JALN|  sin|[4ALN|  sin|4BLX| sin|¥BLX| |BX|’

¢ize po upraveni a pouziti |[AN| = |BN| dostaneme

|LX| |BX| |BX]|
|AL| ~ |AN| |BN|’

V trojuholniku BXN vsak delf os BK uhla X BN stranu XN v pomere |KX]| :

znamena, ze

KN| = |BX]| : |[BN]|. To vsak

|LX| |KX|
|LA] — |KN|’
body L a K teda delia porade Gisecky AX a NX v rovnakom pomere. Potom st véak trojuholniky X KL a XN A
— — —
rovnolahlé a teda KL || NA = AC. Tym je tvrdenie dokdzané.
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Gytirki (2b) Buggo Steskal a Palo Jurca (3a), Poko Pokorny (3b), Sesto Sestak (4a), Foto Potoény (4b), Katka
Bodova (5a), Vlado Marko (5b).



